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1. BROJANJE

Brojanjem utvrđujemo koliko ima stvari ili osoba uzimajući ih pojedinačno. Za brojanje koristimo postupak procjene odabira, postupak isključivih odabira i postupak nezavisnih odabira.

Postupak procjene odabira:
Ako odaberemo n stvari koje su bile smještene na r mjesta i ako je n ( k * r tada smo iz jednog mjesta odabrali barem k + 1 stvar ili više od k stvari.

Na primjer ako uzmemo tri knjige sa dvije police moramo s jedne police uzeti barem dvije knjige. Isto tako ako uzmemo n=20 knjiga sa r=6 polica s jedne smo police uzeli barem k+1=3+1 knjiga jer vrijedi n=20(18=3*6=k*r.

Postupak isključivih odabira :
Ako stvar X1 možemo odabrati na k1 načina, stvar X2 na k2 načina, ..., stvar Xn na kn načina i ako se odabiri međusobno isključuju onda  X1 ili X2 ili ... ili Xn možemo odabrati na k1 + k2 + ... + kn načina.

Na primjer ako imamo 9 crvenih knjiga, 5 bijelih knjiga i 4 plave knjige i ako želimo odabrati crvenu ili bijelu ili plavu knjigu to možemo odabrati na 9 + 5 + 4 = 18 načina. Ako odabiremo crvenu knjigu to možemo odabrati na 9 načina jer imamo 9 knjiga. Bijelu knjigu možemo odabrati na 5 načina i plavu na 4 načina. Odabir knjige jedne boje isključuje odabir knjige druge boje odnosno odabiri se međusobno isključuju. Odabiremo samo jednu knjigu koja je crvena ili bijela ili plava.

Postupak nezavisnih odabira:
Ako stvar X1 možemo odabirati na k1 načina, stvar X2 na k2 načina, ..., stvar Xn na kn načina i ako su odabiri međusobno nezavisni onda  X1 i X2 i ... i Xn možemo odabrati na 

k1 * k2 * ... * kn načina.

Na primjer ako imamo 9 crvenih knjiga, 5 bijelih knjiga i 4 plave knjige i ako želimo odabrati crvenu i bijelu i plavu knjigu to možemo odabrati na 9 * 5 * 4 = 180 načina. Ako odabiremo crvenu knjigu to možemo odabrati na 9 načina jer imamo 9 knjiga. Bijelu knjigu možemo odabrati na 5 načina i plavu na 4 načina. Odabir knjige jedne boje nezavisan je od odabira knjige druge boje odnosno odabiri su međusobno nezavisni. Odabiremo tri knjige: crvenu knjigu i bijelu knjigu i plavu knjigu.

Primjer 1.
Ispit iz "Matematike i statistike" položilo je 77 studenata. Procijenite broj studenata s istom ocjenom.

Koristimo postupak procjene odabira s n=77 i r=4 (položena ocjena je 2,3,4 ili 5). Također vrijedi k=19 jer je n=77 ( 76=19*4. Istu ocjenu ima barem k+1=19+1=20 studenata. 

Primjer 2.
Računalo je radilo 235 minuta u toku jednog dana (24 sata). Pokažite da je  računalo u toku jednog dana u tri uzastopna sata radilo barem pola sata.

Koristimo postupak procjene odabira s n=235 i r=8 (tri uzastopna sata u toku jednog dana možemo podijeliti u 8 skupina od tri uzastopna sata):

1., 2. i 3. sat;  4., 5. i 6. sat;  7., 8. i 9. sat;  10., 11. i 12 sat;  13., 14. i 15.sat; 

16., 17. i 18. sat;  19., 20. i 21 sat;  22.,23. i 24. sat.

Kako vrijedi 235 : 8 = 29.375 možemo napisati n = 235 ( 29 * 8 = k * r. Prema postupku procjene odabira u toku jednog dana postoje tri uzastopna sata u kojima se radilo barem k+1 = 30 minuta ili pola sata.

Primjer 3.
Imamo 20 šljiva i 10 oraha.

a)
Na koliko načina može Ante izabrati šljivu ili orah ?

b)
Na koliko načina može Franjo izabrati šljivu i orah ?

c) Na koliko načina mogu Ante i Franjo izabrati ako Ante najprije izabere šljivu ili 
orah i poslije njega Franjo šljivu i orah?

a)
Ante može izabrati šljivu na 20 načina i orah na 10 načina. Prema postupku isključivih odabira Ante može izabrati šljivu ili orah na 20 + 10 = 30 načina.

b)
Franjo može izabrati šljivu na 20 načina i orah na 10 načina. Prema postupku nezavisnih odabira Franjo može izabrati šljivu i orah na 20 * 10 = 200 načina.

c)
Ante kao prvi može odabrati šljivu ili orah. Ako Ante odabere šljivu na 20 načina, a poslije njega Franjo šljivu i orah, od preostalih 19 šljiva i 10 oraha, može odabrati na 19 * 10 =190 načina. Ante odabrati šljivu i Franjo šljivu i orah mogu na 20 * 190 = 3800 načina.


Ako Ante prvi odabire i odabere orah na 10 načina, a poslije njega Franjo šljivu i orah, od preostalih 20 šljiva i 9 oraha, može odabrati na 20 * 9 =180 načina. Ante odabrati orah i Franjo šljivu i orah mogu na 10 * 180 = 1800 načina.


Postupkom isključivih odabira Ante može izabrati šljivu ili orah i  poslije njega Franjo šljivu i orah na 3800 + 1800 = 5600 načina.

Primjer 4.
Na koliko se načina mogu dvije kraljice postaviti na šahovsku ploču ako ne napadaju jedna drugu?

Šahovsku ploču promatramo u 4 različita kruga. Prvi se krug sastoji od 28 polja, drugi od 20, treći od 12, a četvrti od 4 polja. U prvom krugu kraljica može napasti 21 polje, u drugom 23, u trećem 25, a u četvrtom 27. 

Prvu kraljicu u prvom krugu možemo postaviti na 28 polja, a drugu na 64 - 21 - 1 = 42 polja. Dakle u prvom krugu kraljice možemo postaviti na 28 * 42 = 1176 načina.

U drugom krugu prvu kraljicu možemo postaviti na 20 polja, a drugu na 64 - 23 - 1 = 40 polja, tj. na 20 * 40 = 800 načina.

U trećem krugu prvu kraljicu možemo postaviti na 12 polja, a drugu na 64 - 25 - 1  = 38 polja, tj. na 12 * 38 = 456 načina.

Prvu kraljicu u četvrtom krugu možemo postaviti na 4 polja, a drugu na 64 - 27 - 1 = 36 polja odnosno na 4 * 36 = 144 načina.

Dvije kraljice možemo postaviti na šahovsku ploču ako ne napadaju jedna drugu, prema postupku isključivih odabira, na 1176 + 800 + 456 + 144 = 2576 načina. 

Primjer 5.
Koliko se automobilskih tablica može izdati na području grada Zagreba ? 

Svaka automobilska tablica na području grada Zagreba počinje sa ZG, zatim slijedi niz od tri znamenke dekadskog sustava i na kraju su jedno ili dva slova od kojih ne dolaze slova Č, Ć, Đ, DŽ, LJ, NJ, Š i Ž.

Niz od tri znamenke ima znamenke iz skupa {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 (. Na prvom mjestu možemo odabirati 10 znamenaka. Cijeli niz ima znamenku na prvom mjestu i znamenku na drugom mjestu i znamenku na trećem mjestu. Prema postupku nezavisnih odabira taj niz ima 10 * 10 * 10 = 1000 mogućnosti.

Tablice s jednim slovom na kraju mogu imati 30 - 8 = 22 slova. Prema postupku nezavisnih odabira, tablica s tri znamenke i jednim slovom, ima  1000 * 22 = 22000 mogućnosti.

Tablice s dva slova na kraju imaju jedno slovo na prvom mjestu i jedno slovo na drugom mjestu. Prema postupku nezavisnih odabira, tablica s tri znamenke i dva slova, ima 

1000 * 22 * 22 = 484000 mogućnosti. 

Ukupno tablica na zagrebačkom području može biti onih s jednom slovom ili onih s dva slova. Prema postupku isključivih odabira, automobilskih tablica na zagrebačkom području, ima 22000 + 484000 = 506000 mogućnosti.

2. Kombinatorika
Zadan je skup S s n elemenata iz kojeg odabiremo elemente. Iz toga skupa odabiremo nizove ili podskupove elemenata.

Kod niza je poredak elemenata koje odabiremo bitan. Kod podskupova poredak nije bitan. 

Permutacije (bez ponavljanja) su nizovi svih n elemenata skupa S. Broj različitih permutacija bez ponavljanja je P(n) = n! (n! = 1 * 2 * 3 *...* n  ili n faktorjela).

Permutacije ( s ponavljanjem ) su nizovi svih elemenata skupa unutar kojih ima podskupova ekvivalentnih elemenata koji se ponavljaju. Broj permutacija s ponavljanjem P'(n; n1, n2, ...,nk), skupa od n elemenata od kojih se ponavljaju skupine od n1, n2, ...,nk elemenata za koje vrijedi n1 + n2 + ... + nk = n, je:






     n!



P'(n;n1,n2,...nk) =





       n1! * n2! *...* nk!

Za skup S={a, b, c( permutacije bez ponavljanja su abc, acb, bac, bca,cab, cba. Broj permutacija je P(3) = 3! = 1 * 2 * 3 = 6.

Permutacije u kojima se "a" pojavljuje 3 puta i "b" pojavljuje 2 puta su permutacije s ponavljanjem. Permutacije elemenata a i b s ponavljanjem su: aaabb, aabab, aabba, abaab, ababa, abbaa, baaab, baaba, babaa, bbaaa. Broj permutacija s ponavljanjem je :






 5 !             1*2*3*4*5




P'(5; 3, 2) =                  =                         = 10





         3 ! * 2 !         1*2*3*1*2

Varijacije (bez ponavljanja) r - tog reda skupa S od n elemenata su r - člani nizovi elemenata. Broj varijacija bez ponavljanja V(n, r) je:






         n !





V(n, r) =                 = n*(n - 1)*(n - 2)*...*(n - r + 1)






     (n - r) !                    ima r faktora

Varijacije (s ponavljanjem) r - tog reda skupa S od n elemenata su r - člani nizovi elemenata u kojima se pojedini elementi mogu ponavljati. Broj varijacija s ponavljanjem V'(n, r) je: 

V'(n, r) = nr .

Za skup S={a, b, c, d( varijacije bez ponavljanja drugog reda su ab, ac, ad, ba, bc,bd, ca, cb, cd, da, db, dc. Broj varijacija bez ponavljanja drugog reda je V(4, 2) = 4 * 3 = 12.

Varijacije s ponavljanjem drugog reda su aa, ab, ac, ad, ba, bb, bc,bd, ca, cb, cc, cd, da, db, dc, dd. Broj varijacija s ponavljanjem drugog reda je V'(4, 2) = 42 = 16.

Kombinacije (bez ponavljanja) r - tog reda skupa S od n elemenata su r - člani podskupovi skupa S. Broj kombinacija bez ponavljanja K(n, r) je:





    ( n  (            n !                  n * (n - 1) *...(n - r  + 1)




K(n, r) =            =                           = 





    (  r  (       r ! * (n - r) !          1 * 2 * 3 * ... r








      u brojniku i nazivniku r faktora

Kombinacije (s ponavljanjem) r - tog reda skupa S od n elemenata su r - člani odabiri elemenata skupa S koji se mogu ponavljati. Broj kombinacija s ponavljanjem K'(n, r) je:





    ( n+r-1 (         (n+r-1) !         (n+r-1)*(n+r)* ...n



          K'(n, r) =                   =                        = 





    (     r    (       r ! * (n-1) !          1 * 2 * 3 * ... r








         u brojniku i nazivniku r faktora

Za skup S={a, b, c, d( kombinacije bez ponavljanja drugog reda su ab, ac, ad, bc,bd, cd. Broj kombinacija bez ponavljanja drugog reda je K(4, 2) = (4*3)/(1*2) = 6.

Kombimacije s ponavljanjem drugog reda su aa, ab, ac, ad, bb, bc,bd, cc, cd, dd. Broj kombinacija s ponavljanjem drugog reda je K'(4, 2) = K(4+2-1,2)=(5*4)/(1*2)=10.

Primjer 6.
Na koliko se načina, između 10 studenata, mogu  podijeliti pokloni ako 


svaki treba dobiti najviše jedan poklon:


a)
šest jednakih poklona

b) šest različitih poklona.

a)
Ako imena studenata napišemo na ceduljice i  svakom poklonu pridružimo jednu ceduljicu, svaka raspodjela poklona je kombinacija jer su pokloni isti. Jedna raspodjela poklona je podskup skupa od n=10 imena koji ima r=6 imena kojima su dodijeljeni pokloni. Šest jednakih poklona možemo podijeliti studentima na K(10,6) načina :




    ( 10  (     ( 10  (         10 !                      10*9* 8*7


        K(10, 6) =               =             =                          =                            = 210




    (   6  (     (   4  (     4 ! * (10 - 4)!         1 * 2 * 3 * 4

Ovdje smo koristili svojstvo K(n, r) = K(n, n-r).

b)
Ako imena studenata napišemo na ceduljice i  svakom poklonu pridružimo jednu ceduljicu svaka raspodjela poklona je varijacija jer su pokloni različiti. Jedna raspodjela poklona je niz imena iz skupa imena od n=10 studenata koji ima r=6 imena kojima su dodijeljeni pokloni. Šest različitih poklona možemo podijeliti studentima na V(10,6) načina:




         10 !



V(10, 6) =                 =  10*9*8*7*6*5 = 151200.




      (10 - 6) !

Primjer 7.
Osam bitna riječ je niz duljine osam od dva elementa skupa {0, 1(.


a)
Koliko ima različitih osam bitnih riječ ?


b)
Koliko se  različitih osam bitnih riječi može napraviti od 5 nula i 3 jedinice ? 

c) Koliko različitih osam bitnih riječi ima s barem 6 nula ?

d) Koliko osam bitnih riječi ima s najviše dvije jedinice ?

a)
Jedna osam bitna riječ je varijacija s ponavljanjem 8. reda (r=8) skupa od 2 elementa {0, 1( (n=2). Različitih osam bitnih riječi ima V'(2, 8) = 28 = 256.

b)
Jedna osam bitna riječ od 5 nula i 3 jedinice je permutacija s ponavljanjem s osam znakova n=8 od kojih se ponavlja 5 nula n1=5 i ponavljaju se 3 jedinice n2=3. Različitih osam bitnih riječi s 5 nula i 3 jedinice ima P'(8; 5, 3) = 8!/(5! * 3!) = 56. 

c) Osam bitna riječ koja ima barem 6 nula ima 6 ili 7 ili 8 nula. Osam bitnih riječi sa 6 nula ima P'(8; 6, 2) = 28. Osam bitnih riječi sa 7 nula ima P'(8; 7,1) = 8. Osam bitna riječ s osam nula je samo jedna. Postupkom isključivih odabira osam bitnih riječi koje imaju barem 6 nula ima 28 + 8 + 1 = 37.

d) Osam bitna riječ s barem 6 nula je riječ s najviše 2 jedinice. To znači različitih osam bitnih riječi s najviše dvije jedinice ima 37 .

Primjer 8.
Bacamo tri kocke. 


a)
Koliko različitih rezultata bacanja ima ?

b) Na koliko načina se može kod bacanja dogoditi zbroj veći od 14 ?

a)
Rezultati bacanja tri kocke su varijacije s ponavljanjem 3 reda skupa od 6 brojeva {1, 2, 3, 4, 5, 6(. Svaki rezultat je niz rezultata koji su pali na prvoj, drugoj i trećoj kocki. Različitih rezultata ima V'(6, 3) = 63 = 216.

b)
Zbroj je veći od 14 ako su pale:





tri šestice ili 





dvije šestice i tri ili četiri ili pet ili





jedna šestica i četiri i pet





jedna šestica i dvije petice

tri petice.

Tri šestice imaju jednu mogućnost, dvije šestice i tri ima P'(3; 2,1)=3 mogućnosti, isto tako dvije šestice i četiri ima 3 mogućnosti, također dvije šestice i pet ima 3 mogućnosti, jedna šestica i četiri i pet ima P(3)=3!=1*2*3=6 mogućnosti, jedna šestica i dvije petice ima 3 mogućnosti i tri petice ima jedna mogućnost. Postupkom isključivog odabira zbroj na tri kocke može biti na 1 + 3 + 3 + 3 + 6 + 3 + 1 = 20 načina.

Primjer 9.
Na koliko načina se može sastaviti međustranačko povjerenstvo od 11 članova. Svaki član pripada jednoj stranci (postoje tri stranke). U povjerenstvu niti jedna stranka ne smije imati apsolutnu većinu.

U povjerenstvu niti jedna stranka ne smije imati 6 članova jer niti jedna stranka ne smije imati apsolutnu većinu. Stranke mogu imati:


jedna stranka 5 članova, druga stranka 4 člana i treća stranka 2 člana ili


jedna stranka 5 članova i druge dvije stranke 3 člana ili


dvije stranke 5 članova i treća stranka 1 člana

dvije stranke 4 člana i treća stranka 3 člana.

Povjerenstvo s 5 i 4 i 3 člana može se sastaviti na P(3)=3!=6 načina, povjerenstvo s 5 članova iz dvije stranke i 3 člana iz treće stranke može se sastaviti na P'(3; 2, 1)=3 načina povjerenstvo s 5 članova iz dvije stranke i 1 člana iz treće stranke može se sastaviti na P'(3; 2, 1)=3 načina dok se povjerenstvo s 4 člana iz dvije stranke i 5 članova iz treće može sastaviti na P'(3; 2, 1)=3 načina. Postupkom isključivih odabira međustranačkih povjerenstava u kojima niti jedna stranka nema apsolutnu većinu ima 6 + 3 + 3 + 3 = 15.

Ako želimo razdijeliti predmete na različita mjesta treba razlikovati jednakost ili različitost predmeta. Mjesta na koja raspodjeljujemo smatramo različitima. Broj predmeta koje raspodjeljujemo na jedno mjesto nije ograničen.

Razdioba jednakih predmeta. Svaka  razdioba r jednakih predmeta na n različitih mjesta je kombinacija s ponavljanjem r -tog reda skupa od n elemenata.

Broj razdioba je K'(n, r)=K(n+r-1, r).

Razdioba različitih predmeta. Svaka  razdioba r različitih predmeta na n različitih mjesta je varijacija s ponavljanjem r -tog reda skupa od n elemenata.

Broj razdioba je V'(n, r).

Želimo raspodijeliti 5 jednakih bijelih lopti na troje djece.  Ovo je razdioba jednakih predmeta s r=5 i n=3. Broj mogućih razdioba  je:

 K'(3, 5)=K(3+5-1, 5)=K(7, 5)=K(7, 2)=(7*6)/(1*2)=21

Želimo raspodijeliti 4 različite knjige na 3 studenta. Ovo je razdioba različitih predmeta s r=4 i n=3. Broj mogućih razdioba je:

V'(3, 4) = 34 = 81.

Primjer 10.
Na koliko načina možemo raspodijeliti 5 boca vina, 3 paketića bombona 



i 6 kutija cigareta na 3 osobe:


a)
bez ograničenja

b) ako svaka osoba mora dobiti barem jednu bocu vina i jednu kutiju 



cigareta.

a) Razdioba vina, bombona i cigareta je razdioba jednakih predmeta. Razdioba svih stvari je postupak isključivih odabira.

Razdioba 5 boca vina na 3 osobe je razdioba jednakih predmeta s r=5 i n=3. Broj razdioba je:

K' (3, 5)=K(3+5-1, 5)=K(7, 5)=K(7, 2)=(7*6)/(1*2)=21

Razdioba 3 paketića bombona na 3 osobe je razdioba jednakih predmeta s r=3 i n=3. Broj razdioba je:

K' (3, 3)=K(3+3-1, 3)=K(5, 3)=K(5, 2)=(5*4)/(1*2)=10

Razdioba 6 kutija cigareta na 3 osobe je razdioba jednakih predmeta s r=6 i n=3. Broj razdioba je:

K' (3, 6)=K(3+6-1, 6)=K(8, 6)=K(8, 2)=(8*7)/(1*2)=28

Razdioba 5 boca vina i 3 paketića bombona i 6 paketa cigareta je postupak isključivih odabira. Broj svih razdioba je 21*10*28 = 5880.

b) Ako svaka osoba mora dobiti barem jednu bocu vina i jednu kutiju cigareta potrebno je izdvojiti jednu bocu vina i jednu kutiju cigareta, a ostale 2 boce vina, 3 paketića bombona i 3 kutije cigareta podijelimo na 3 osobe.

Broj razdioba 2 boce vina na 3 osobe je K'(3, 2)=K(3+2-1,2)=K(4, 2)=6.

Broj razdioba 3 paketića bombona na 3 osobe je K'(3, 3)=K(3+3-1,3)=K(5, 3)=10.

Broj razdioba 3 kutije cigareta na 3 osobe je K'(3, 3)=K(3+3-1,3)=K(5, 3)=10.

Ukupan broj razdioba uz navedeno ograničenje je postupak isključivih odabira. Broj svih razdioba je 6*10*10 = 600.

Primjer 11.
Koliko cjelobrojnih rješenja ima jednadžba x + y + z = 6:


a)
koja su nenegativna


b)
koja su pozitivna

c) koja zadovoljavaju uvjete x(1 i y(2?

a) Ako rješenja zamislimo kao 6 jednakih predmeta koje raspodjeljujemo na 3 mjesta koja zovemo x, y i z. Svako rješenje je zbroj predmeta na svakom mjestu. Broj rješenja je broj razdioba jednakih predmeta s r=6 i n=3 ili K'(3, 6)=K(3+6-1, 6)=K(8, 6)=K(8, 2)=28.

b) Ako želimo pozitivna rješenja na svako mjesto raspodijelimo jedan predmet i ostala 3 predmeta raspodijelimo na tri mjesta. Broj rješenja je broj razdioba jednakih predmeta s r=3 i n=3 ili K'(3, 3)=K(3+3-1, 3)=K(5, 3)=K(5, 2)=10.

c) Ako želimo rješenja koja zadovoljavaju uvjete x(1 i y(2 na prvo mjesto raspodijelimo 2  predmeta i na drugo mjesto 2 predmeta, a preostala 2 predmeta raspodijelimo na 3 mjesta.

Broj rješenja je broj razdioba jednakih predmeta s r=2 i n=3 ili K'(3, 2)=K(3+2-1, 2)=

K(4, 2)=6.

Primjer 12.
U nekom restoranu imaju dvije vrste jela. U restoran ulazi 5 osoba.


a)
Na koliko načina 5 osoba može naručiti jela ?

b) Na koliko se načina može naručiti 5 jela ?

a) Narudžba dvije vrste jela za 5 osoba je razdioba različitih predmeta s r=5 i n=2. Broj narudžbi je V'(2,5) = 25 = 32.

b) Narudžba 5 jela od dvije vrste je razdioba jednakih predmeta s r=5 i n=2. Broj narudžbi je K'(2, 5) = K(2+5-1, 5)=K(6, 5)=K(6, 1)=6.

3. Uzorak

U statistici će se koristi slučajni uzorak. Iz rezultata mjerenja na slučajnom uzorku zaključuje se o cijeloj populaciji iz koje je uzet slučajni uzorak. Slučajni uzorak može se dobiti izdvajanjem elemenata iz populacije bez vraćanja i s vraćanjem elementa prije izdvajanja idućeg elementa u uzorak. Ukupan broj elemenata koje smo izdvojili zove se veličina uzorka. Postupak izdvajanja je uzimanje uzoraka. Ovdje govorimo o slučajnom uzimanju uzoraka kod kojeg svaki element ima jednaku mogućnost izdvajanja iz populacije.

Uzorak s vraćanjem. Osnovna populacija ima n elemenata koji su podijeljeni na n1 elemenata prve skupine, n2 elemenata druge skupine, ...,nk elemenata k - te skupine (n1+n2+...+nk=n). Uzorak treba imati m1 elemenata prve skupine, m2 elemenata druge skupine, ...,mk elemenata k - te skupine(m1+m2+...+mk=m). Broj različitih uzoraka s vraćanjem je:

 P'(m; m1, m2, ..., mk)* (n1)m1(n2)m2 ... (nk)mk
Isti broj koristimo u slučaju ponavljanja m eksperimenta koji imaju k mogućih različitih rezultata ako se uvjeti eksperimenta ne mijenjaju.

Uzorak bez vraćanja. Osnovna populacija ima n elemenata koji su podijeljeni na n1 elemenata prve skupine, n2 elemenata druge skupine, ...,nk elemenata k - te skupine (n1+n2+...+nk=n). Uzorak treba imati m1 elemenata prve skupine, m2 elemenata druge skupine, ...,mk elemenata k - te skupine(m1+m2+...+mk=m). Broj različitih uzoraka bez vraćanja je:

K(n1, m2) * K(n2, m2) * ...* K(nk, mk)

Broj različitih uzoraka ovisi o sastavu osnovnog skupa jer članove uzorka ne vraćamo poslije svakog izdvajanja. 

U slučaju velikog osnovnog skupa i malog uzorka u odnosu na osnovni skup nije nam potrebno poznavati sastav osnovnog skupa i tada možemo primijeniti 

P'(m; m1, m2, ..., mk) za broj uzoraka s vraćanjem. 

U biblioteci se nalaze crvene, bijele i plave knjige. Na koliko načina možemo izabrati uzorak od 9 knjiga među kojima ima 4 crvene knjige, 2 bijele knjige i 3 plave knjige. Osnovni skup je velik dok u uzorku imamo m=9, m1=4, m2=2 i m3=3. Broj uzoraka je broj uzoraka s vraćanjem:

 P'(9; 4, 2, 3) = 9!/(4!*2!*3!) = 1260.

Na polici imamo 7 crvenih knjiga, 5 bijelih knjiga i 4 plave knjige. Na koliko načina možemo izabrati uzorak od 6 knjiga među kojima ima 2 crvene knjige, 3 bijele knjige 

i 1 plava knjiga. Osnovni skup ima n=7+5+4=16, n1=7, n2=5 i n3=4 dok uzorak ima m=6, m1=2, m2=3 i m3=1. Broj uzoraka je broj uzoraka bez vraćanja:

 K(7,2)*K(5,3)*K(4,1) = 21*10*4=840.

Primjer 13. 
Bacamo novčić 6 puta. Na koliko različitih načina može pasti na novčićima 4 puta pismo i 2 puta glava?

To je eksperiment koji ponavljamo šest puta m=6. Rezultat eksperimenta može biti pismo ili glava. U našem uzorku m1=4 i m2=2. Broj različitih nizova eksperimenata je broj uzoraka s vraćanjem P'(6; 4, 2)=6!/(4!*2!)=15.

Primjer 14.
Ako želimo ispitati kvalitetu 10 proizvoda od kojih je 6 ispravnih i 4 neispravna uzimamo uzorak od tri proizvoda. Koliko uzoraka ima u kojima


a)
nema neispravnih proizvoda


b)
ima jedan neispravan proizvod

c) ima barem dva ispravna proizvoda?

a) 
Osnovni skup ima n=10, n1=6 i n2=4. Uzorak ima m=3, m1=3, m2=0. Broj uzoraka koji nemaju neispravnih proizvoda je: K(6, 3)*K(4, 0)=20.

b)
Osnovni skup ima n=10, n1=6 i n2=4. Uzorak ima m=3, m1=2, m2=1. Broj uzoraka koji imaju jedan neispravan proizvod je: K(6, 2)*K(4, 1)=15*4=60.

c)
Osnovni skup ima n=10, n1=6 i n2=4. Uzorak može imati m=3, m1=2, m2=1 ili može imati m=3, m1=3, m2=0. Broj uzoraka koji imaju barem dva ispravna proizvoda je: K(6, 2)*K(4, 1)+K(6, 3)*K(4, 0)=20+60=80.

Primjer 15.
Jedan stroj je proizveo seriju od 25 proizvoda. Među njima ima

20 proizvoda prve klase, 3 proizvoda druge klase i 2 proizvoda treće klase. Kupac testira tri proizvoda i preuzima seriju ako su svi proizvodi prve klase. Na osnovu koliko posto svih uzoraka će kupac preuzeti pošiljku?

Osnovni skup ima n=25, n1=20 i n2=3, n3=2. Uzorak na osnovu kojeg kupac preuzima pošiljku ima m=3, m1=3, m2=0, m3=0. Broj  "dobrih" uzoraka je: 

K(20, 3)*K(3, 0)*K(2, 0)=1140

Ukupan broj različitih uzoraka veličine 3 je K(25, 3)=2300.

Kupac će preuzeti seriju u 1140/2300=0.496  ili u 49,6% slučajeva.

4.  VJEROJATNOST

U opisivanju prostora vjerojatnosti (E, A, P) kao trojke treba opisati eksperiment (E), algebru događaja (A) i vjerojatnost (P).

Eksperiment je skup svih rezultata eksperimenta. To možemo zapisati simbolikom teorije skupova E = {e1, e2 ,   ... ( ili nacrtati :

Elementi skupa E su rezultati eksperimenta e1, e2 ,   ... . 

Algebra događaja A = {D1, D2, ...( je skup podskupova D(E za koje vrijedi:

1)
E ( A

2)
D ( A  ( D' ( A

( D' je komplement skupa D)

3)
D1, D2, ... ( A   (    ( Di  ( A

Algebra događaja je skup A = { D1, D2, ...( s operacijama među događajima:



D1 ili D2

unija događaja D1 ( D2


D1  i  D2

presjek događaja D1 ( D2


ne D


komplement događaja D'



D1  i ne D2...

razlika događaja D1 \  D2
Rezultati skupovnih operacija s događajima su događaji ili operacije zatvorene u odnosu na algebru događaja. Događaji se mogu prikazati :








Vjerojatnost je funkcija P : A ( ( 0 , 1 ( za koju vrijedi:

1)
P( E ) = 1
( normiranost )

2)
( D1, D2, ... ( A ) i ( Di ( Dj za i ( j )  (   P( ( Di ) = ( P(Di)
( aditivnost ).

Posljedice definicije vjerojatnosti su:

a)
P( ( ) = 0

b)
D ( F = ( ( disjunktni ) (  P( D ( F ) = P(D) + P(F)

c)
P( D ( F ) = P(D) + P(F) ( P(D(F)

d)
P(D') = 1 ( P(D)

e)
F ( D  (  P(D\F) = P(D) ( P(F)

Jedan od modela za izračunavanje vjerojatnosti je model u kojem su svi događaji koji imaju samo jedan rezultat eksperimenta jednako vjerojatni. Prema tom modelu vjerojatnost događaja D je:








n( D )

P( D)   = 








n( E )

gdje su n(D) i n(E) brojevi rezultata eksperimenta iz događaja D i  E.

Prostor vjerojatnosti (E, A, P) je eksperiment E, algebra događaja A i vjerojatnost P.

Primjer 16.
Opišite prostor vjerojatnosti (E, A, P) u slučaju bacanja dva novčića.

Rezultati eksperimenta su (P, P), (P, G), (G, P) i (G, G). Skup svih rezultata eksperimenta je E = ((P, P), (P, G), (G, P), (G, G)( . Jedna algebra može biti:

A1 = {(, E, ((P, P)(, ((P, G)(, ((G, P)(, ((G, G)(, ((P, P), (P, G)(, ((P, P), (G, P)(, 

((P, P), (G, G)(, ((P, G), (G, P)(, ((P, G), (G, G)(, ((G, P), (G, G)(, ((P, P), (P, G), (G, P)(, ((P, P), (P, G), (G, G)(, ((P, P), (G, P), (G, G)(, ( (P, G), (G, P), (G, G)((.

Vjerojatnosti navedenih 16 događaja, prema modelu jednako vjerojatnih rezultata eksperimenata, su:

D
(
E
((P, P)(
((P, G)(
((G, P)(
((G, G)(

P(D)
0
1
1/4
1/4
1/4
1/4









D
((P, P), (P, G)(
((P, P), (G, P)(
((P, P), (G, G)(

P(D)
1/2
1/2
1/2






D
((P, G), (G, P)(
((P, G), (G, G)(
((G, P), (G, G)(

P(D)
1/2
1/2
1/2






D
((P, P), (P, G), (G, P)(
((P, P), (P, G), (G, G)(

P(D)
3/4
3/4





D
((P, P), (G, P), (G, G)(
((P, G), (G, P), (G, G)(

P(D)
3/4
3/4

Prvi prostor vjerojatnosti je (E, A1, P).

Možemo iz istog eksperimenta definirati drugu algebru :

A2 = {(, E, ((P, P), (G, G)(, ((P, G), (G, P)((
Vjerojatnosti prema istom modelu događaja su:

D
(
E
((P, P), (G, G)(
((P, G), (G, P)(

P(D)
0
1
½
1/2

Na taj smo način odredili drugi prostor vjerojatnosti (E, A2, P).

Razlika između navedena dva prostora vjerojatnosti je jedino u algebri događaja jer je na primjer ((P, G)(( A1  i  ((P, G)(( A2 odnosno ((P, G)( je događaj u prvoj algebri i nije događaj u drugoj algebri. Eksperiment kao i vjerojatnost (model vjerojatnosti) u dva prostora vjerojatnosti su isti.

Modelom jednako vjerojatnih rezultata eksperimenta možemo odrediti vjerojatnost uzorka iz osnovne populacije. Osnovna populacija ima n elemenata koji su podijeljeni na n1 elemenata prve skupine, n2 elemenata druge skupine, ...,nk elemenata k - te skupine (n1+n2+...+nk=n). Uzorak treba imati m1 elemenata prve skupine, m2 elemenata druge skupine, ...,mk elemenata k - te skupine(m1+m2+...+mk=m).

Vjerojatnost uzorka s vraćanjem je:

P(m1, m2, ..., mk) = P'(m; m1, m2, ..., mk) (n1/n)m1(n2/n)m2 ... (nk/n)mk
Ako je uzorak iz velikog osnovnog skupa vjerojatnost uzorka s vraćanjem je:

P(m1, m2, ..., mk) = P'(m; m1, m2, ..., mk) (p1)m1(p2)m2 ... (pk)mk
gdje su p1, p2,  ..., pk vjerojatnosti izbora elemenata prve, druge, ... skupine u osnovnom skupu.

Vjerojatnost uzorka bez vraćanja je:






K(n1, m1) K(n2, m2) ... K(nk, mk)



P(m1, m2, ..., mk) = 







      K(n, m)

Primjer 17.
U urni (posudi za glasačke kuglice ili listiće) nalazi se pet crvenih, tri bijele i četiri plave kuglice. Iz urne izvlačimo tri kuglice jednu za drugom na različite načine. Odredite vjerojatnost:

a)
izvučene tri kuglice različitih boja ako poslije svakog izvlačenja kuglicu vraćamo u urnu

b)
izvučene tri kuglice različitih boja ako poslije svakog izvlačenja kuglicu ne vraćamo u urnu

d) izvučene tri kuglice među kojima imamo barem dvije crvene boje.

a)
Ovdje možemo primijeniti model uzorka s vraćanjem. Osnovni skup su kuglice u urni s n1 = 5, n2 = 3,  n3 = 4 i n = 12.  Uzorak su tri izvučene kuglice s m1 = 1, m2 = 1,

m3 = 1 i m = 3. Vjerojatnost izvučenih kuglica je:

P(1, 1, 1) = P'(3; 1, 1, 1) (5/12)1(3/12)1(4/12)1 = 3! (5/12) (3/12) (4/12) = 5/24 = 0.2083

b)
Ovdje možemo primijeniti model uzorka bez vraćanja. Osnovni skup su kuglice u urni s n1 = 5, n2 = 3,  n3 = 4 i n = 12.  Uzorak su tri izvučene kuglice s m1 = 1, m2 = 1,

m3 = 1 i m = 3. Vjerojatnost izvučenih kuglica je:



K(5, 1) K(3, 1) K(4, 1)          5 * 3 * 4       3

P(1, 1, 1)  =                                              =                   =          = 0.2727




K(12, 3)

   220           11

c)
Možemo primijeniti model tri uzorka bez vraćanja. U prvom uzorku je m1 = 2, 

m2 = 1, m3 = 0 i m = 3, u drugom uzorku je m1 = 2, m2 = 0, m3 = 1 i m = 3, u trećem uzorku je m1 = 3, m2 = 0, m3 = 0 i m = 3 jer barem dvije crvene kuglice znači dvije ili tri crvene kuglice u uzorku. Izvlačiti barem dvije crvene kuglice znači događaj koji je unija tri opisana uzorka koja su disjunktna. Vjerojatnost disjunktnih događaja je jednaka zbroju vjerojatnosti:

P = P(2, 1, 0) + P(2, 0, 1) + P(3, 0, 0) = 30/220 + 40/220 + 10/220 = 4/11 = 0.3636

Primjer 18.
Promatrajmo bacanje jedne kocke.

a)
Kolika je vjerojatnost pada 6 u jednom bacanju kocke?

b)
Kolika je vjerojatnost pada 6 dva puta u pet bacanja kocke?

c)
Kolika je vjerojatnost barem jedne šestice u četiri bacanja kocke?

d)
Kolika je vjerojatnost zbroja 10 u tri bacanja kocke?

a)
Vjerojatnost pada 6 u jednom bacanju možemo odrediti modelom P(D)=n(D)/n(E).

Skup rezultata bacanja kocke je E = (1, 2, 3, 4, 5, 6( sa šest elemenata n(E) = 6. Događaj pada 6 je D = (6( s jednim elementom n(D) = 1. Vjerojatnost pada 6 u jednom bacanju kocke je P(D) = n(D)/n(E) = 1/6.

b)
Događaj uzastopnih bacanja kocke možemo promatrati kao ponavljanje eksperimenta jednog bacanja kocke. U slučaju 5 bacanja kocke m = 5. Ako u tim bacanjima 6 padne 2 puta m1 = 2. U preostala 3 bacanja padne broj različit od 6 ili m2= 3.

Vjerojatnost 6 u svakom bacanju je p1 = 1/6, a vjerojatnost broja različitog od 6 u svakom bacanju je p2 = 5/6. Tražena vjerojatnost dvije šestice i tri ostala broja u pet bacanja je:

P(2, 3) = P'(5; 2, 3) (1/6)2(5/6)3 =  10 * 125 / 7776 = 0.1608

c)
Barem jedna šestica u četiri bacanja kocke je događaj koji je komplement događaja niti jedne šestice u četiri bacanja kocke. Promatrajmo događaj D niti jedne šestice u četiri bacanja kocke. Taj događaj je ponavljanje bacanja kocke m = 4 s niti jednom šesticom m1 = 0 i četiri rezultata različitih od šest m2 = 4. Vjerojatnost šestice je p1 = 1/6, a vjerojatnost broja različitog od šest je p2 = 5/6. Vjerojatnost događaja D je:

P( D ) = P(0, 4) = P'(4; 0, 4) (1/6)0(5/6)4 = (5/6)4   = 0.4823

d)
Na tri kocke može pasti 10 ako je na kockama palo (6, 3, 1( ili (6, 2, 2( ili 

(5, 4, 1( ili (5, 3, 2( ili (4, 4, 2( ili (4, 3, 3(. Navedeni događaji imaju različite rezultate na raznim bacanjima kao permutacije 3! ili 3!/2! ili 3! ili 3! ili 3!/2! ili 3!/2!. Znači imamo 6 + 3 + 6 + 6 + 3 + 3 = 27 mogućnosti zbroja 10 na tri bačene kocke ili n(D) = 27. Svih mogućih rezultata ima V'(6, 3) = 63 = 216. Vjerojatnost zbroja 10 je:

P( D ) =  n( D ) / n( E ) = 27 / 216 = 0.125

Uvjetna vjerojatnost događaja D ako se dogodio događaj F je:







P( D ( F )





P( D ( F ) =                               za P( F ) ( 0.







    P( F )

Posljedice ove definicije su:

a)
P( D ( F ) = P( D )*P( F(D ) = P( F )*P( D(F )

b)
P( D ( F ( G ) = P( D )*P( F ( D )*P( G ( ( D ( F ) )

c)
Za niz disjunktnih događaja D1, D2  ... vrijedi P(((Di)( F) = ( P(Di (F)

d)
Za niz disjunktnih događaja H1, H2  ... za koje vrijedi E = H1  ( H2  (  ...  može se napisati formula totalne vjerojatnosti:

P( D ) =  ( P( D ( Hi )*P( Hi )

e)
Za niz disjunktnih događaja H1, H2  ... za koje vrijedi E = H1  ( H2  (  ...  može se napisati Bayesova formula:






 P( D ( Hk )*P( Hk )




P( Hk ( D ) =






( P( D ( Hi )*P( Hi )

Dva su događaja nezavisna ako vrijedi P ( D ( F ) = P( D )*P( F ).

Posljedice ove definicije su:

a)
ako su D i F nezavisni događaji vrijedi P( D ( F ) = P( D )  i  P( F ( D ) = P( F )

b) ako su D1, D2  ... nezavisni događaji vrijedi P(  ( Di ) = ( P( Di )

Primjer 19.
Zadana su dva događaja A i B za koje znamo P(A) = 0.5, P(A(B) = 0.6.

Odredite vjerojatnost P(B) ako vrijedi:

a)
događaji A i B su disjunktni

b)
događaji A i B su nezavisni

c) znamo uvjetnu vjerojatnost P(A(B) = 0.4

a)
Ako su A i B disjunktni događaji vrijedi P(A(B) = P(A) + P(B). Iz pretpostavke slijedi  0.6 = 0.5 + P(B) ili P(B) = 0.1

b)
Ako su A i B nezavisni događaji vrijedi P (A(B) = P(A)*P(B). Vjerojatnost unije dva događaja koji nisu disjunktni vrijedi P(A(B) = P(A) + P(B) ( P (A(B) ili u slučaju nezavisnosti vrijedi P(A(B) = P(A) + P(B) ( P(A)*P(B). Iz pretpostavke slijedi

0.6 = 0.5 + P(B) ( 0.5*P(B) ili P(B) = 0.2.

c)
Ako događaji nisu niti disjunktni niti nezavisni i znamo uvjetnu vjerojatnost vrijedi P( A(B) = P(B)*P(A(B) ili za vjerojatnost unije dobivamo

 P(A(B) = P(A) + P(B) ( P(B)*P(A(B). Iz pretpostavke slijedi 

0.6 = 0.5 + P(B) ( P(B)*0.4 ili P(B) = 0.1/0.6 = 0.1667.

Primjer 20.
Bolesnici idu specijalistu na dijagnosticiranje srčane mane. Specijalist na osnovu neinvazivne dijagnostike donosi jednu od tri dijagnoze:

1)
bolesnik ima srčanu manu i šalje se na daljnje pretrage

2)
sumnja se na postojanje srčane mane i šalje se na daljnje pretrage

3)
bolesnik nema srčanu manu.

U slučaju dijagnoze o imanju srčane mane specijalist je u pravu u 80% slučajeva, u slučaju sumnje bolesnik ima manu u 50% slučajeva, a u slučaju dijagnoze o nemanju srčane mane specijalist je u pravu u 90% slučajeva. U toku jedne godine specijalist donosi prvu dijagnozu kod 50%, drugu dijagnozu kod 20% i treću dijagnozu kod 30% bolesnika.

a)
Odredite vjerojatnost srčane mane kod bolesnika.

b)
Odredite vjerojatnost pogrešne dijagnoze ili dijagnoze o nemanju srčane mane ako bolesnik ima srčanu manu.

c) Odredite vjerojatnost nepotrebnih troškova ili slanja na daljnje pretrage ako bolesnik nema srčanu manu.

Odredimo događaje:

D
bolesnik ima srčanu manu

D'
bolesnik nema srčanu manu

H1
dijagnoza je: bolesnik ima srčanu manu

H2
dijagnoza je: sumnja se u postojanje srčane mane

H3
dijagnoza je: bolesnik nema srčanu manu

Iz primjera su nam poznate vjerojatnosti:

P(H1)=0.50, P(H2)=0.20, P(H3)=0.30, P(D( H1)=0.80, P(D( H2)=0.50, P(D( H3)=0.10

a)
Iz formule totalne vjerojatnosti dobivamo vjerojatnost bolesnika sa srčanom manom:

P(D)=P(H1)*P(D(H1)+ P(H2)*P(D(H2)+ P(H3)*P(D(H3)=0.5*0.8+0.2*0.5+0.3*0.1=0.53

b)
Vjerojatnost pogrešne dijagnoze je P(H3(D) prema Bayesovoj formuli:


      P(H3)*P(D(H3)       0.30 * 0.10

P(H3(D) =                           =                     =  0.0566



P(D)                     0.53

c)
Vjerojatnost nepotrebnih troškova je P(H1( H2(D') i prema Bayesovoj formuli i disjunktnosti događaja H1 i H2 dobivamo:



   P(H1)*P(D'(H1)+ P(H2)*P(D'(H2)       0.5 * 0.2+0.2 * 0.5

P(H1( H2(D') =                                                     =                                  = 0.4255 





P(D')                                      0.47

Primjer 21.
Kandidat na razredbenom ispitu odgovara na jedno pitanje. Kandidat zna točan odgovor s vjerojatnošću 70% jer je naučio 70% znanja koja se ispituju na razredbenom postupku. Pitanje ima četiri odgovora od kojih je samo jedan točan. Ako kandidat zna točan odgovor zaokružuje točan odgovor, a ako ne zna zaokružuje bilo koji odgovor s istom vjerojatnošću.

a)
Izračunajte vjerojatnost zaokruživanja točnog odgovora.

b)
Kolika je vjerojatnost neznanja kandidata koji je zaokružio točan odgovor?

c)
Koliko točnih odgovora u testu od 60 pitanja bi pokazivalo poznavanje 2/3 gradiva?

a)
D
zaokružen točan odgovor


D'
zaokružen netočan odgovor


H1
kandidat zna odgovor


H2
kandidat ne zna odgovor

Vjerojatnosti su :


P(H1) = 0.70, P(H2) = 0.30, P(D(H1) = 1, P(D(H2) = 0.25

Vjerojatnost zaokruživanja točnog odgovora je P(D) i prema totalnoj vjerojatnosti iznosi:

P(D) = P(H1)*P(D(H1)+ P(H2)*P(D(H2) = 0.70 * 1 + 0.30 * 0.25 = 0.775

b)
Vjerojatnost neznanja kandidata koji je zaokružio točan odgovor je P(H2( D) uz Bayesovu formulu dobivamo:


       P(H2)*P(D(H2)       0.30 * 0.25

P(H2(D) =                             =                         =  0.0968



P(D)                     0.775

c)
Prvo odredimo vjerojatnost zaokruživanja točnog P(D) odgovora s P(H1) = 2/3, 

P(H2) = 1/3, P(D(H1) = 1, P(D(H2) = 0.25 prema totalnoj vjerojatnosti:

P(D) = P(H1)*P(D(H1)+ P(H2)*P(D(H2) = 2/3 * 1 + 1/3 * 0.25 = 0.75

Kandidat sa znanjem 2/3 gradiva točno će odgovoriti na 75% pitanja ili na 0.75 * 60 = 45

pitanja od ukupno 60 pitanja na testu.

Pitanja:

1.
Postupak procjene odabira

2.
Postupak isključivih odabira

3.
Postupak nezavisnih odabira

4.
Permutacije bez ponavljanja

5.
Permutacije s ponavljanjem

6.
Varijacije bez ponavljanja

7.
Varijacije s ponavljanjem

8.
Kombinacije bez ponavljanja

9.
Kombinacije s ponavljanjem

10.
Razdioba jednakih predmeta

11.
Razdioba različitih predmeta

12.
Broj uzoraka s vraćanjem

13.
Broj uzoraka bez vraćanja

14.
Eksperiment

15.
Algebra događaja

16.
Disjunktni događaji

17.
Vjerojatnost

18.
Vjerojatnost unije događaja

19.
Vjerojatnost komplementa

20.
Vjerojatnost ponavljanja eksperimenta

21.
Vjerojatnost uzorka s vraćanjem

22.
Vjerojatnost uzorka bez vraćanja

23.
Uvjetna vjerojatnost

24.
Nezavisni događaji

25.
Vjerojatnost presjeka događaja

26.
Formula totalne vjerojatnosti

27.
Bayesova formula

1. test iz Statistike

Na poleđini testa izračunajte i upišite točan rezultat !

Ocjenjivanje :

Točnih odgovora
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

Broj bodova
0
0
7
20
33
47
60
73
87
100

Bodova
33 - 55
56 - 77
78 - 100

Ocjena
2
3
4

1.
Na skladištu se nalazi 5 neispravnih i 3 ispravnih strojeva. Na koliko se načina može napraviti uzorak od 3 stroja koji ima 2 neispravna stroja i 1 ispravan ?

a) 
6
b)
15
c)
30
d)
90

2.
Koliki je broj permutacija bez ponavljanja skupa od 4 elementa?

a)
16
b)
24
c)
40
d)
256

3.
Koliko je   (10(  ?

                               ( 8 (
a)
10
b)
18
c)
40
d)
45

4.
Koliko je V' (5,2) ?

a)
25
b)
32
c)
52
d)
125

5.
Na koliko se načina može podijeliti 5 jednakih kutija cigareta i 4 jednake boce vina na 3 osobe ako svaka osoba mora dobiti barem jednu kutiju cigareta i jednu bocu vina?

a)
18
b)
100
c)
200
d)
625

6.
Zadana su dva disjunktna događaja A i B s vjerojatnostima P(A) = 0.3  i 

P(B) = 0.5. Kolika je vjerojatnost P(A(B) ?

a)
0.15
b)
0.2
c)
0.65
d)
0.8

7.
Za dva događaja A i B poznate su vjerojatnosti P(A) = 0.5, P(B) = 0.25 i

P(A(B) = 0.8 . Koliko je P(B(A) ?

a)
0.2
b)
0.4
c)
0.6
d)
0.8

8.
Za dva nezavisna događaja A i B poznate su vjerojatnosti  P(A) = 0.6 i 

P(A(B) = 0.8 . Koliko je P(B) ?

a)
0.2
b)
0.5
c)
0.75
d)
0.92

9.
Na skladištu se nalazi 5 neispravnih i 3 ispravnih strojeva. Kolika je vjerojatnost izbora uzorka od 3 stroja koji ima 2 neispravna stroja i 1 ispravan ?

a)
0.1333

b)
0.2
c)
0.375

d)
0.5357

10.
Dva stroja pakiraju kutije šibica. Prvi stroj pakira 80%, a drugi 20% proizvodnje.

Prvi stroj pakira ispravno 90% kutija, a drugi pakira ispravno 80% kutija. Kolika je vjerojatnost neispravno pakirane kutije u proizvodnji šibica?

a)
0.12
b)
0.2222

c)
0.3
d)
0.86

Zadatak
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

Točan odgovor
c
b
d
a
a
d
b
b
d
a

Literatura

1.
A. M. Mood, F. A. Graybill, D. C. Boes: Introduction to the Theory of Statistics,


McGraw-Hill,  New York, 1974.

2.
Ž. Pauše: Vjerojatnost, informacija i stohastički procesi, Školska knjiga, 
Zagreb,1985.

3.
I. Pavlić: Statistička teorija i primjena, Tehnička knjiga, Zagreb, 1988.

4.
D. Rosenzweig: Primijenjena kombinatorika, Birotehnika, Zagreb, 1989.

5.
V. Serdar, I. Šošić: Uvod u statistiku, Školska knjiga, Zagreb, 1990.
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Slika 2. Događaji











PAGE  
2

