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1. Višedimenzialna slučajna varijabla
Prostor vjerojatnosti koji ima eksperiment, algebru događaja i vjerojatnost (E, A, P) može se nizom slučajnih varijabli (X1, X2, …, Xn) preslikati u prostor intervala koji ima prostor n-torki realnih brojeva, algebru n-dimenzionalnih intervala i vjerojatnosti (Rn, B, P). Niz varijabli (X1, X2, …, Xn) zovemo n-dimenzionalna slučajna varijabla. Funkcija razdiobe n-dimenzionalne slučajne varijable (X1, X2, …, Xn) jest n-dimenzionalna funkcija:

F(x1, x2, …, xn) = P( X1 ( x1, X2 ( x2 , …, Xn ( xn )

U slučaju niza diskretnih slučajnih varijabli funkcija vjerojatnosti f(x1, x2, …, xn) jest:

f(x1, x2, …, xn) = P( X1 = x1, X2 = x2 , …, Xn = xn )

U slučaju niza kontinuiranih slučajnih varijabli funkcija vjerojatnosti f(x1, x2, …, xn) jest:
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Zbog jednostavnosti i preglednosti dalje, svojstva n-dimenzionalne slučajne varijable objašnjavati ćemo s dvodimenzionalnom diskretnom slučajnom varijablom (X, Y) koja ima funkciju razdiobe F(xi, yj) i funkciju vjerojatnosti f(xi, yj). Područje definicije 

te slučajne varijable jest rang(X, Y) = ((xi, yj) ( i = 1, 2, …, m ; j = 1, 2, …, n(.

Za primjer opišimo dvodimenzionalnu binomnu razdiobu B(n, p, r) s vrijednostima n(N, 

0<p<1, 0<r<1 i funkcijom vjerojatnosti:
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s vrijednostima rang(X, Y) = ((xi, yj) ( i = 0,1, 2, …, n ; j = 0, 1, 2, …, n(.

Tako na primjer funkcija vjerojatnosti f(xi, yj) dvodimenzionalne binomne razdiobe 

B(2, 0.5, 0.3) može se prokazati tablicom:

xi \ yj
0
1
2

0
0.04
0.12
0.09

1
0.20
0.30
0

2
0.25
0
0

Uz svaku dvodimenzionalnu razdiobu vezane su dvije jednodimenzionalne marginalne razdiobe s funkcijama vjerojatnosti f1(xi) i f2(yj) za koje vrijedi:
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U našem slučaju f1(xi) i f2(yj) jesu:

xi ili yj
0
1
2

f1(xi)
0.25
0.50
0.25

f2(yj)
0.49
0.42
0.09

Funkcije vjerojatnosti marginalne razdiobe mogu se izračunati zbrajanjem vrijednosti po stupcima ili redcima tablice funkcije vjerojatnosti dvodimenzionalne razdiobe i napisati na marginama tablice. U našem slučaju to jest:

xi \ yj
0
1
2
f1(xi)

0
0.04
0.12
0.09
0.25

1
0.20
0.30
0
0.50

2
0.25
0
0
0.25

f2(yj)
0.49
0.42
0.09
1

Za svaku dvodimenzionalnu razdiobu možemo izračunati niz uvjetnih razdiobi s funkcijama vjerojatnosti f(xi|yj) i f(yj|xi) uvjetnih slučajnih varijabli (X|Y=yj)  i (Y|X=xi) koje jesu:
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U našem slučaju dvodimenzionalne binomne razdiobe B(2, 0.5, 0.3) funkcije vjerojatnosti uvjetnih slučajnih varijabli jesu:

xi
0
1
2

f(xi|0)
0.0816
0.4082
0.5102

f(xi|1)
0.2857
0.7143
0

f(xi|2)
1
0
0

yj
0
1
2

f(yj|0)
0.16
0.48
0.36

f(yj|1)
0.4
0.6
0

f(yj|2)
1
0
0

Za svaku uvjetnu slučajnu varijablu možemo izračunati očekivanje E(X|Y=yj), E(Y|X=xi) kaja jesu E(X|Y=0)=1.4286, E(X|Y=1)=0.7143, E(X|Y=2)=0, E(Y|X=0)=1.2, E(Y|X=1)=0.6 i E(Y|X=2)=0. 

Grafički se spajanjem E(X|Y=yj)  i E(Y|X=xi) dobivaju krivulje regresije X|Y  i Y|X koje se mogu prikazati grafički:
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Iz grafa regresijskih krivulja je vidljiva njihova razlika. Tu razliku možemo numerički izraziti kovarijancom i koeficijentom korelacije. Kovarijanca cov(X, Y) jest:
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pri čemu su E(X) i E(Y) očekivanja marginalnih razdioba, a (X-E(X))(Y-E(Y)) i XY su slučajne varijable dobivene iz dvodimenzionalne slučajne varijable (X, Y). Koeficijent korelacije ((X, Y) jest:
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U našem primjeru kovarijanca i koeficijent korelacije jesu:

E(X) = 0*0.25+1*0.5+2*0.25 = 1

E(Y) = 0*0.49+1*0.42+2*0.09 = 0.6

V(X) = 02*0.25+12*0.5+22*0.25-12 = 0.5

V(Y) = 02*0.49+12*0.42+22*0.09-0.62 = 0.42

cov(X, Y) = (0-1)(0-0.6)0.04+(0–1)(1-0.6)0.12+(0-1)(2-0.6)0.09+(1-1)(0-0.6)0.20+

+(1-1)(1-0.6)0.30+(1-1)(2-0.6)0+(2-1)(0-0.6)0.25+(2-1)(1-0.6)0+(2-1)(2-0.6)0 =

= 0*0.7+1*0.3+2*0+4*0-1*0.6 = -0.3

((X, Y) = -0.6547

Ako je kovarijanca pozitivna krivulje regresije su rastuće, a ako je kovarijanca negativna krivulje regresije su padajuće. Koeficijent po svom iznosu ima vrijednosti između –1 i 1. 

Slučajne varijable X i Y su nezavisne ako vrijedi f(xi, yj) = f1(xi)*f2(yj). U našem slučaju X i Y nisu nezavisne slučajne varijable. Ako su slučajne varijable nezavisne onda je kovarijanca cov(X, Y) = 0 i koeficijent korelacije ((X, Y) = 0 ali obrat ne vrijedi. Obrat vrijedi samo u slučaju kontinuirane dvodimenzionalne slučajne varijable (X, Y) s dvodimenzionalnom normalnom razdiobom.

Primjer 1.
Zadana je dvodimenzionalna hipergeometrijska razdioba H(n, n1,n2, m) koja ima funkciju vjerojatnosti:
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Ova razdioba predstavlja vjerojatnost uzorak iz osnovnog skupa koji ima tri grupe proizvoda ili n1 prve klase, n2 druge klase i n3 treće klase. Uzorak ima m proizvoda. U uzorku ima x1 prve klase, x2 druge klase i 

n – x1 – x2 treće klase.

Za H(10, 2, 3, 3) izračunajte:

a) funkciju vjerojatnosti f(x1, x2)

b) marginalne funkcije vjerojatnosti f1(x1) i f2(x2)

c) funkcije vjerojatnosti uvjetnih slučajnih varijabli f(x1 | x2) i f(x2 | x1)

d) očekivanja uvjetnih slučajnih varijabli i nacrtajte regresijske krivulje

e) kovarijancu i koeficijent korelacije

a) b)  Funkcija vjerojatnosti i marginalne funkcije vjerojatnosti jesu:
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f(x1. x2)
0
1
2
3
f1(x1)

0
1/12
1/4
1/8
1/120
7/15

1
1/6
1/4
1/20
0
7/15

2
1/24
1/40
0
0
1/15

f2(x2)
7/24
21/40
7/40
1/120
1

c) Funkcije vjerojatnosti uvjetnih slučajnih varijabli su:

x1
0
1
2

f(x1|0)
2/7
4/7
1/7

f(x1|1)
10/21
10/21
1/21

f(x1|2)
5/7
2/7
0

f(x1|3)
1
0
0

x2
0
1
2
3

f(x2|0)
5/28
15/28
15/56
1/56

f(x2|1)
5/14
15/28
3/28
0

f(x2|2)
5/8
3/8
0
0

d) Očekivanja uvjetnih slučajnih varijabli su:
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Regresijske krivulje jesu:
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e) Kovarijanca i koeficijent korelacije jesu:

E(X1) = 0*7/15+1*7/15+2*1/15 = 3/5 = 0.6

E(X2) = 0*7/24+1*21/40+2*7/40+3*1/120 = 9/10 = 0.9

V(X1) = 02*7/15+12*7/15+22*1/15-(3/5)2 = 28/75 

V(X2) = 02*4/24+12*21/40+22*7/40+32*1/120-(9/10)2 = 49/100 = 0.49

cov(X, Y) = (0-0.6)(0-0.9)1/12+(0–0.6)(1-0.9)1/4+(0-0.6)(2-0.9)1/8+

+(0-0.6)(3-0.9)1/120+ (1-0.6)(0-0.9)1/6+(1-0.6)(1-0.9)1/4+(1-0.6)(2-0.9)1/20+

+ (2-0.6)(0-0.9)1/24+(2-0.6)(1-0.9)1/40 = - 0.15 

((X, Y) = - 0.3507

Primjer 2.  Neka su X i Y nezavisne slučajne varijable iz binomne razdiobe B(2, 0.2).

Izračunajte za dvodimenzionalnu slučajnu varijablu (X, Y):

a) funkciju vjerojatnosti f(x, y)

b) marginalne funkcije vjerojatnosti f1(x) i f2(y)

c) funkcije vjerojatnosti uvjetnih slučajnih varijabli f(x | y) i f(y | x)

d) očekivanja uvjetnih slučajnih varijabli i nacrtajte regresijske krivulje

e) kovarijancu i koeficijent korelacije.

a)b)  Funkcija vjerojatnosti i marginalne funkcije vjerojatnosti jesu:

f(x, y)
0
1
2
f1(x)

0
0.4096
0.2048
0.0256
0.64

1
0.2048
0.1024
0.0128
0.32

2
0.0256
0.0128
0.0016
0.04

f2(y)
0.64
0.32
0.04
1

c) Sve uvjetne slučajne varijable imaju sve istu razdiobu B(2, 0.2).

d) Sva očekivanja uvjetnih slučajnih varijabli jesu E(X | Y) = E(Y | X) = 0.4 i regresijske krivulje su pravci paralelni s osima i međusobno okomiti.

e) Kovarijanca i koeficijent korelacije su jednaki nuli ili cov(X, Y) = 0, ((X, Y) = 0.

2. Slučajni uzorak i statistika
Ako nas interesira koliko će glasača glasovati za neku stranku A na izborima u nekom gradu izabrati ćemo slučajni uzorak od 500 glasača i postaviti im pitanje “Hoćete li glasovati za stranku A ?” s ponuđenim odgovorima “ne”, “nisam odlučio” i “da”. Svaki odgovor “ne” ili “nisam odlučio” vrednovati ćemo s O , a svaki odgovor “da” vrednovati ćemo 1. Ako smo zbrojili sve vrijednosti odgovora i dobili vrijednost 120 iz uzorka možemo zaključiti da će na izborima 120/500 = 0.24 = 24% birača glasovati za stranku A. Ovaj zaključak na temelju uzorka ima u sebi postupak indukcije gdje iz malog uzorka zaključujemo na cijelu glasačku populaciju i pogrešku induktivnog zaključivanja koja se mjeri vjerojatnosti. Svaki glasač u uzorku je jedna varijabla mjerenja koja ima vrijednosti 0 ili 1 koju dobivamo kao rezultat eksperimenta kada glasač odgovori na pitanje. Svaka varijabla mjerenja ima razdiobu s funkcijom vjerojatnosti f(0) = 1 – p i f(1) = p gdje je p koliko će glasača na izborima glasovati za stranku A. Cijeli uzorak je višedimenzionalna varijabla mjerenja (X1, X2, …, X500) koja također ima svoju razdiobu. Iz te više dimenzionalne razdiobe izračunavamo novu slučajnu varijablu (X1+X2+…+X500) /500 koju zovemo statistika kojom ocjenjujemo vrijednost p s 0.24 ili ocjenjujemo rezultat izbora. Pogreška zaključivanja mjeri se vjerojatnosti iz razdiobe statistike. Razdioba statistike je normalna razdioba N(0.24, 0.0003648). Na temelju tog uzorka možemo tvrditi da će na izborima stranka A osvojiti između 20.3% i 27.7% glasova uz vjerojatnost 95% ili uz pogrešku ocjene s vjerojatnosti 5%.

Slučajni uzorak je niz slučajnih varijabli (X1, X2, …Xn) koje su međusobno nezavisne i sve imaju istu razdiobu. Ako je funkcija vjerojatnosti tih slučajnih varijabli f(x) funkcija vjerojatnosti slučajnog uzorka jest f(x1, x2, …xn) = f(x1)*f(x2)*…*f(xn). Slučajne varijable X1, X2, …Xn zovu se varijable mjerenja. Broj n varijabli mjerenja jest veličina uzorka.

Statistika je slučajna varijabla S koja je funkcija varijabli mjerenja i nema nepoznatih parametara razdiobe osnovne populacije iz koje se uzima uzorak:
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Najpoznatije su statistika očekivanja uzorka SE i statistika varijance uzorka SV:
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Očekivanje uzorka SE i varijanca uzorka SV imaju razdiobe sa slijedećim očekivanjem i varijancom:
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gdje su E(X), V(X) i M4 očekivanje, varijanca i četvrti moment razdiobe osnovnog skupa iz kojeg uzimamo uzorak ili to su karakteristike razdioba slučajnih varijabli mjerenja. Ako uzimamo slučajni uzorak veličine n iz normalne razdiobe N((, (2) tada vrijedi E(SE) = (, E(SV) = (2 , V(SE) = (2/n, V(SV) = 2(2/(n-1).

Dva teorema: Slabi zakon velikih brojeva i Centralni granični teorem, govore o veličini uzorka i razdiobi sredine uzorka.

Slabi zakon velikih brojeva: Slučajni uzorak (X1, X2, …Xn) iz osnovnog skupa s razdiobom koja ima očekivanje E(X) i varijancu V(X) ima sredinu uzorka SE za koju vrijedi:
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Iz tog teorema možemo izračunati veličinu uzorka n ako znamo varijancu osnovnog skupa V(X), pogrešku mjerenja E(X) i vjerojatnost pogreške. Ako na primjer u slučaju primjera iz glasovanja V(X) = p(1-p) = 0.24*0.76 = 0.1824, ( = 0.01 i ( = 0.05 slijedi veličina uzorka n > 36480. U tom slučaju pogreška mjerenja je manja od 1% i vjerojatnost pogreške je najviše 5%.

Centralni granični teorem: Sredina uzorka SE iz osnovnog skupa s razdiobom koja ima očekivanje E(X) i varijancu V(X), ako n teži beskonačnosti ima razdiobu koja teži normalnoj razdiobi N(E(X), V(X)/n). Zato smo u našem primjeru o glasovanju razdiobu sredine uzorka SE označili N(0.24, 0.0003648) jer je procijenjeno E(X) = p = 0.24 i 

V(X)/n = p(1-p)/n = 0.24*0.76/500 = 0.0003648.

3. Ocjena parametara razdiobe
Kada govorimo o ocjeni parametara razdiobe osnovnog skupa mislimo na ocjenu vrijednosti parametra i ocjenu intervala vrijednosti parametara. U slučaju našeg uvodnog primjera o glasovanju za stranku A ocjena vrijednosti parametra je p = 0.24, a ocjena intervala vrijednosti je 0.203 < p < 0.277.

Za ocjenu parametara koristimo statistiku ocjene. Statistika ocjene je kao svaka statistika funkcija varijabli mjerenja T = t(X1, X2, …,Xn). 

Najpoznatiji postupci za određivanje statistike ocjene su: postupak momenata, postupak maksimalne vjerojatnosti i postupak nepristrane ocjene.

Postupak momenata izjednačava pomoćne momente slučajnog uzorka s pomoćnim momentima razdiobe osnovnog skupa. Na primjer ako uzimamo uzorak iz osnovnog skupa s normalnom razdiobom N((, (2 ). Prvi pomoćni moment te razdiobe jest m1 = (. Prvi pomoćni moment uzorka jest sredina uzorka m’1 = SE. Sredina uzorka je statistika ocjene očekivanja osnovnog skupa s normalnom razdiobom.

Postupak maksimalne vjerojatnosti izračunava statistiku ocjene traženjem maksimalne vjerojatnosti ili maksimalne vrijednosti funkcije vjerojatnosti uzorka. Na primjer ako uzmemo slučajni uzorak iz osnovnog skupa s Posonovom razdiobom P(() funkcija vjerojatnosti uzorka jest:
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Maksimalna se vjerojatnost dobiva deriviranjem funkcije vjerojatnosti po ( i izjednačavanjem te derivacije s nulom:
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Postupak nepristrane ocjene pretpostavlja jednakost između očekivanja statistike očekivanja i parametra koji se ocjenjuje u osnovnom skupu. Ako parametar koji ocjenjujemo statistikom ocjene T označimo ( tada za nepristranu ocjenu vrijedi:
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Srednja pogreška nepristrane ocjene SPNO jest:
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U slučaju uzorka iz normalne razdiobe N((, (2) nepristrane ocjene parametara ( i (2 jesu statistika očekivanja SE i statistika varijance SV.

Ocjenu intervala vrijednosti parametara pokazati ćemo primjerom ocjene uzorka iz osnovnog skupa koji ima normalnu razdiobu N((, (2).

Slučajna varijabla U =(n-1)SV/(2 ima (2 (Hi kvadrat) razdiobu s (n-1) stupnjem slobode. Temeljem ovog zaključka možemo ocijeniti interval varijance osnovnoga skupa (2:
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Slučajna varijabla V = (SE - ()/(SV/n  ima studentovu T razdiobu s (n-1) stupnjem slobode. Temeljem ovog zaključka možemo ocijeniti interval očekivanje osnovnoga skupa (:
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Primjer 3. Površina četrnaest naših otoka većih od 50 km2 jest u km2 :

409, 406, 395, 300, 285, 276, 114, 100, 90, 91, 75, 64, 59, 50

Izračunajte ocjenu intervala prosječne površine ovih otoka i ocijenite varijancu veličine tih otoka uz pretpostavku normalne razdiobe. (Ako se ne zadaje vjerojatnost intervala jest 95% ili ( = 0.95 i pogreška ocjene jest 5% ).

Iz ovog uzorka slijedi:
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Ako promatramo procjenu vrijednosti površine većih otoka. Prosječna površina otoka je 194 km2 , varijanca te površine jest 20346 (km2)2.  Površina se ravna po normalnoj razdiobi N(194, 20346).

Primjer 4. Na temelju uzorka od 98 mjerenja vremena između dva uzastopna telefonska poziva :

Vrijeme između poziva
0-10
10-20
20-30
30-40
40-60

Broj mjerenja
50
25
15
7
1

i uz pretpostavku eksponencijalne razdiobe vremena ocijenite prosječno vrijeme između dva telefonska poziva.

Kod ocjene koristit ćemo centralni granični teorem i normalnu razdiobu uz poznavanje očekivanja i varijance eksponencijalne razdiobe E(X) = 1/( i  V(X) = 1/(2.

Iz uzorka možemo izračunati se na slijedeći način:

xmin - xmax
x
f
x*f

0-10
5
50
250

10-20
15
25
375

20-30
25
15
375

30-40
35
7
245

40-60
50
1
50

Zbroj
-
98
1295

Sredina uzorka jest se = 1295/98 = 13.21 ili ocjena srednjeg vremena između telefonskih poziva jest 13.27 sekundi. Sredina uzorka SE se ravna po normalnoj razdiobi 

N((, (2 ) temeljem centralnog graničnog teorema s ( = 13.21 i (2 = 13.212 /98 = 1.78 ili po razdiobi N(13.21, 1.78). Iz te normalne razdiobe možemo ocijeniti interval vremena između telefonskih poziva:
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4. Testiranje statističkih hipoteza
Statistička hipoteza je tvrdnja o razdiobi slučajne varijable iz osnovnoga skupa. Polazimo od tvrdnje o vrijednosti parametra razdiobe koji određuje funkciju vjerojatnosti ili funkciju razdiobe slučajne varijable. Hipoteza može biti jednostavna ili složena. 

Ako pretpostavimo normalnu razdiobu slučajne varijable N((, 25) nepoznati je parametar (. Jednostavna hipoteza H0 može biti ( = 17. Takvu jednostavnu hipotezu H0 zapisujemo:
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Jednostavnom je statističkom hipotezom funkcija vjerojatnosti slučajne varijable jedinstveno određena ili slučajna varijabla ima normalnu razdiobu N(17, 25).

Složena hipoteza H0 može biti ( ( 17. Takvu složenu hipotezu H0 zapisujemo:
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Složenom je statističkom hipotezom određen skup funkcija vjerojatnosti slučajne ili slučajna varijabla ima normalnu razdiobu N((, 25) za neku od  vrijednosti ( ( 17. Kod složene hipoteze razdioba nije jedna kao kod jednostavne hipoteze već je to skup razdioba.

Postupak testiranja hipoteze svodi se na uzimanje slučajnog uzorka iz osnovnog skupa, definiranja statistike i određivanje testa. Test je pravilo temeljem kojeg odbacujemo hipotezu o razdiobi. Test može biti deterministički ili vjerojatnostni. 

Deterministički test temelji se na kritičkom području. Deterministički test Y je pravilo kojim donosimo odluku o odbacivanju hipoteze ako vrijednosti statistike s padnu u kritično područje CY ili s ( CY.

U našem primjeru jednostavne hipoteze H0 : ( = 17 uz slučajni uzorak veličine 400 i statistiku očekivanja SE kritično područje jest ( se ( 17 ( >  0.49 ili ako je vrijednost se statistike očekivanja SE veće od 17.49 ili manje od 16.51 odbacujemo hipotezu o normalnoj razdiobi N(17, 25).

Kod odbacivanja hipoteze možemo pogriješiti ako odbacimo hipotezu ali je ona istinita. Pogreška se mjeri vjerojatnošću ( = P( H0 odbacimo | H0 je istina). Pogreška ( zove se pogreška prvog reda. Ukoliko nijezadana, ( u zadatku jest 0.05 ili pogreška prvog reda jest 5%.

Vjerojatnostni test temelji se na kritičnoj funkciji. Vjerojatnostni test Y je pravilo kojim donosimo odluku o odbacivanju hipoteze uz vjerojatnost koju određuje kritična funkcija fY = P(H0 odbacimo | s) ili za vrijednost s statistike S odbacujemo hipotezu uz vjerojatnost P.

U slučaju determinističkog testa kritična funkcija fY ima dvije vrijednosti: fY = 1 za 

s ( CY  i  fY = 0 za s ( CY. U ovim skriptama opisati ćemo samo neke determinističke testove. za jednostavne i složene hipoteze.

U testiranju statističkih hipoteza koristimo uz hipotezu H0 i alternativnu hipotezu H1. Ako na temelju testa odbacimo hipotezu H0 prihvaćamo hipotezu H1, a ako na temelju testa ne možemo odbaciti hipotezu H0 prihvaćamo H0 uz odbacivanje hipoteze H1.Kod takvog zaključivanja javljaju se dvije vrste pogrešaka pogreška: prvog reda ( i pogreška drugog reda (. Obje pogreške su vjerojatnosti koje možemo prikazati tablicom:

Pogreške
H0 prihvatimo
H0 odbacimo

H0 je istina
1 ( (
(

H0 nije istina
(
1 ( (

Najsnažniji testovi su oni testovi koji uz zadanu pogrešku prvog reda (  imaju najmanju pogrešku drugog reda (. Zato se zadaje samo pogreška prvog reda ( ili ako nije zadana uzima se ( = 0.05.

Opisati ćemo najjednostavnije postupke za određivanje testova:

a) Jednostavni test kvocijenta vjerojatnosti

b) Opći test kvocijenta vjerojatnosti

c) Postupak intervala pouzdanosti

d) Hi kvadrat test

Jednostavni test kvocijenta vjerojatnosti se koristi kod jednostavnih hipoteza:

H0: X ima razdiobu F0(x)

H1: X ima razdiobu F1(x)

Test Y jest:

Hipoteza H0 se odbacuje ako je kvocijent funkcija vjerojatnosti:
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Ako tražimo najsnažniji test u slučaju jednostavnih hipoteza:

H0: ( = (0
H1: ( = (1
 gdje je ( parametar koji određuje razdiobu F(x, () vrijedi Neyman-Pearsonova lemma:

Ako su k > 0 konstanta,  CY ( (X1, X2, …, Xn) kritično područje i 0 < ( < 1 pogreška prvog reda koji zadovoljavaju:
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tada je test Y s kritičnim područjem CY najsnažniji test.

Opći test kvocijenta vjerojatnosti se koristi za složene hipoteze:

H0: ( ( (  za  ((R

H1: ( (  (R \ ()

Test Y jest:

Hipoteza H0 se odbacuje ako je kvocijent funkcija vjerojatnosti:
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Umjesto najsnažnijeg testa uvodi se pojam uniformno najsnažnijeg testa za kojeg je zadana pogreška prvog reda ( supremum pogrešaka prvog reda po području ( i  pogreška drugog reda ( je najmanja za cijelo područje (R \ ().

U slučaju eksponencijalnog oblika funkcije vjerojatnosti f(x, () = a(()b(x)e[c(()d(x)]
s(x1, x2, …,xn) = ( d(xi) je statistika s kritičnim područjem 

CY = ((x1, x2, …,xn) : s(x1, x2, …,xn) < c( za uniformno najsnažniji test Y i hipoteze:

H0: ( ( (0

H1: ( > (0
ili hipoteze:

H0: ( = (0
H1: ( ( (0
Postupak intervala pouzdanosti određuje za hipotezu H0 interval parametra ( ocjena intervala parametra koji se testira) s vjerojatnosti ( ili uz pogrešku prvog reda ( = 1 - (. Interval parametra određuje kritično područje CY testa Y. Ovim postupkom možemo povezati ocjenu intervala očekivanja i varijance  sa statističkim testom očekivanja i varijance iz normalne razdiobe.

Ako želimo testirati hipotezu o očekivanju iz normalne razdiobe:

H0: ( = (0
H1: ( ( (0
Test  Y jest:

Hipotezu H0 odbacujemo ako vrijedi:
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Ako želimo testirati hipotezu o očekivanju iz normalne razdiobe:

H0: ( ( (0
H1: ( > (0
Test  Y jest:

Hipotezu H0 odbacujemo ako vrijedi:
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Ako želimo testirati hipotezu o varijanci iz normalne razdiobe:

H0: (2 = (20
H1: (2 ( (20
Test  Y jest:

Hipotezu H0 odbacujemo ako vrijedi:
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Ako želimo testirati hipotezu o varijanci iz normalne razdiobe:

H0: (2 ( (20
H1: (2 > (20
Test  Y jest:

Hipotezu H0 odbacujemo ako vrijedi:
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Primjer 5.  Deset mjerenja promjera cilindra u centimetrima jesu:

4.09, 3.88, 3.92, 3.97, 4.02, 3.95, 4,03, 3.92, 3.98, 4.06

Testirajte hipotezu da je srednji promjer cilindra 4 centimetra.

Uz pretpostavku normalne razdiobe promjera cilindra N((, (2) testiramo hipoteze:

H0: ( = 4

H1: ( ( 4

Iz uzorka veličine n = 10 dobivamo ocjenu očekivanja se i ocjenu varijance sv:

se = (( xi ) / n = (4.09+3.88+3.92+3.97+4.02+3.95+4.03+3.92+3.98+4.06) / 10 = 3.982

sv = (( (xi - se)2 )/ (n – 1) = 0.004529

Za hipoteze:

H0: ( = (0
H1: ( ( (0
Test Y jest:

Hipotezu H0: ( = (0 odbacujemo ako (0 ( (se - t(sv/n, se - t(sv/n ) za F(t) = 1- (/2 i 

F(t) studentovu T razdiobu s (n – 1) stupnjem slobode.

Iz tablice T razdiobe F(2.262) = 0.975 za 9 stupnjeva slobode slijedi t = 2.262.

U našem primjeru test Y jest:

Hipotezu H0: ( = 4 odbacujemo ako 

4 ( ( 3.982 – 2.262(0.004529/10, 3.982 – 2.262(0.004529/10 ) ili 4 ( ( 3.926,  4.038 )

U našem primjeru vrijedi 4 ( ( 3.926,  4.038 ) i u sladu s našim dogovorom prihvaćamo hipotezu H0: ( = 4 ili očekivani promjer cilindra jest  4 centimetra uz ( = 0.05 pogrešku prvog reda. 

Primjer 6.  Rezultati su mjerenja brzine reakcije u sekundama kod osam osoba:

0.53, 0.46, 0.50, 0.49, 0.52, 0.53, 0.44, 0.55

Testirajte hipotezu da varijanca brzine reakcije nije veća od 0.001 sekunda2.

Uz pretpostavku normalne razdiobe brzine reakcije N((, (2) testiramo hipoteze:

H0: (2 ( 0.001

H1: (2 > 0.001

Iz uzorka veličine n = 8 dobivamo ocjenu očekivanja se i ocjenu varijance sv:

se = (( xi ) / n = (0.53+0.46+0.50+0.49+0.52+0.53+0.44+0.55) / 8 = 0.5025

sv = (( (xi - se)2 )/ (n – 1) = 0.001421

Za hipoteze:

H0: (2 ( (20
H1: (2 > (20
Test Y jest:

Hipotezu H0: (2 ( (20 odbacujemo ako (20 < (n - 1)sv/h za F(h) = 1- ( i 

F(t) studentovu (2 razdiobu s (n – 1) stupnjem slobode.

Iz tablice (2 razdiobe F(14.1) = 0.95 za 7 stupnjeva slobode slijedi h = 14.1.

U našem primjeru test Y jest:

Hipotezu H0: (2 ( 0.001 odbacujemo ako 0.001 < (8 - 1)0.001421/14.1 ili 

0.001 < 0.000705. 

U našem primjeru vrijedi 0.001 > 0.000705 i u sladu s našim dogovorom prihvaćamo hipotezu H0: (2 ( 0.001 ili varijanca brzine reakcije nije veća od 0.001 sekunda2.

Hi kvadrat test se temelji na (2 razdiobi i koristi se za testiranje razdioba i nezavisnosti slučajnih varijabli.

Ako je X1, X2, …, Xn niz slučajnih varijabli s razdiobom f(x1, x2, …,xn, (1, (2, …, (m) gdje su (1, (2, …, (m parametri te razdiobe, a statistička hipoteza:

H0: (1 = (10, (2 = (20, …,(r = (r 0, (r+1, …, (m
Test Y jest: 

Hipoteza H0 se odbacuje ako je  – 2ln ((x1, x2, …,xn) > h za F(h) = 1 – (. Pogreška prvog reda je (, a h ima (2 razdiobu s r stupnjeva slobode za velike uzorke iz osnovnog skupa.

Ako testiramo hipotezu o eksperimentu koji ima moguće ishode D1, D2, …Dk-1, Dk koji imaju vjerojatnosti ishoda p1, p2, …pk-1, pk = 1 - p1 - p2 -…- pk-1 ili hipoteza jest:

H0: P(D1) = p1, P(D2) = p2, …, P(Dk) = 1 - p1 - p2 -…- pk-1
Ponovimo eksperiment n puta i na temelju tog uzorka brojimo koliko puta su se dogodili događaji. Brojevi koliko puta su se dogodili događaji D1, D2, …Dk-1, Dk označimo n1, n2, …nk-1, nk . također vrijedi n1+n2+…+nk-1+nk = n.

Test Y jest: 

H0 odbacujemo ako vrijedi


[image: image33.wmf]slobode

stupnjem

)

1

k

(

s

razdiobe

funkcija

je

)

h

(

F

reda

prvog

pogrešku

i

1

)

h

(

F

za

h

2

k

1

i

np

)

np

n

(

i

2

i

i

-

-

=

>

å

=

-

c

a

a


Ako testiramo hipotezu o razdiobi ili funkciji vjerojatnosti f(x) koja ima moguće ishode D1, D2, …Dk-1, Dk koji imaju vjerojatnosti ishoda iz funkcije vjerojatnosti 

f1, f2, …fk-1, fk = 1 - f1 - f2 -…- fk-1 ili hipoteza jest:

H0: P(D1) = f1, P(D2) = f2, …, P(Dk) = 1 - f1 - f2 -…- fk-1
Ponovimo eksperiment n puta i na temelju tog uzorka brojimo koliko puta su se dogodili događaji. Brojevi koliko puta su se dogodili događaji D1, D2, …Dk-1, Dk označimo n1, n2, …nk-1, nk . također vrijedi n1+n2+…+nk-1+nk = n. Iz uzorka ocijenimo parametre razdiobe i iz ocijenjene razdiobe odredimo vjerojatnosti f1, f2, …fk-1, fk = 1 - f1 - f2 -…- fk-1. Kod određivanja razdiobe broj parametara je r.

Test Y jest: 

H0 odbacujemo ako vrijedi
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Ako testiramo hipotezu o nezavisnosti slučajnih varijabli X i Y koje ima moguće ishode X1, X2, …Xk-1, Xk i ishode Y1, Y2, …Yt-1, Yt koji imaju vjerojatnosti ishoda p1, p2, …pk-1, pk = 1 - p1 - p2 -…- pk-1 i ili ishoda q1, q2, …qt-1, qk = 1 - q1 - q2 -…- qk-1 hipoteza jest:

H0: P(Xi, Yj )= pipj  za  i = 1, 2, …,k,  j = 1, 2, …,t

Ponovimo eksperiment n puta i na temelju tog uzorka brojimo koliko puta su se dogodili događaji (Xi, Yj). Brojevi koliko puta su se dogodili događaji (Xi, Yj)označimo nij . Također vrijedi (( nij = n.

Test Y jest: 

H0 odbacujemo ako vrijedi
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Primjer 7. Broj posuđenih knjiga iz gradske knjižnice radnim danima jest:

Radni dan
Ponedjeljak
Utorak
Srijeda
Četvrtak
Petak

Broj knjiga
135
108
120
114
146

Testirajte hipotezu o jednakom broju posuđenih knjiga dnevno u toku tjedna.

Dani u tjednu su događaji. Ponedjeljak označimo D1, utorak D2, srijedu D3, četvrtak D4 i petak D5. Broj posuđenih knjiga označimo n1 = 135, n2 = 108, n3 = 120, n4 = 114 i 

n5 = 146. Također vrijedi n = 135+108+120+114+146 = 623.

Hipoteza o jednakom broju posuđenih knjiga dnevno u tjednu jest:

H0: P(D1) = 0.2, P(D2) = 0.2, P(D3) = 0.2, P(D4) = 0.2, P(D5) = 0.2

Test Y jest: H0 odbacujemo ako vrijedi:

(135 – 623*0.2)2/(623*0.2)+ (108 – 623*0.2)2/(623*0.2)+ (120 – 623*0.2)2/(623*0.2)+

+(114 – 623*0.2)2/(623*0.2)+ (146 – 623*0.2)2/(623*0.2) > 9.49

jer je F(9.49) = 0.95 za (2 razdiobu sa 5 – 1 = 4 stupnja slobode.

U našem primjeru vrijedi 7.83 < 9.49 pa ne možemo odbaciti hipotezu i zato prihvaćamo hipotezu o jednakom broju posuđenih knjiga dnevno u toku tjedna.

Primjer 8. Na temelju uzorka od 98 mjerenja vremena između dva uzastopna telefonska poziva :

Vrijeme između poziva
0-10
10-20
20-30
30-40
40-60

Broj mjerenja
50
25
15
7
1

Testirajte hipotezu o eksponencijalnoj razdiobi vremena između uzastopnih telefonskih poziva.

Koristimo rezultate dobivene rješavanjem 4. zadatka koje možemo prikazati tablicom:

xmin - xmax
x
f
x*f

0-10
5
50
250

10-20
15
25
375

20-30
25
15
375

30-40
35
7
245

40-60
50
1
50

Zbroj
-
98
1295

Iz toga slijedi ocjena parametra ( eksponencijalne razdiobe E(() s funkcijom razdiobe 

F(x) = 1 – exp( ( (x). Statistika očekivanja je se = 1295/98 = 13.21 = 1 /  (   ili ocjena parametra je ( = 1 / 13.21 = 0.0757. Sada možemo izračunati vjerojatnosti intervala:

P(X((0, 10)) = F(10) – F(0) = (1 – exp( ( 0.0757*10)) ( (1 – exp( ( 0.0757*0)) = 0.53

P(X((10, 20)) = F(20) – F(10) = (1 – exp( ( 0.0757*20)) ( (1 – exp( ( 0.0757*10)) =

= 0.78 – 0.53 = 0.25

 P(X((20, 30)) = F(30) – F(20) = (1 – exp( ( 0.0757*30)) ( (1 – exp( ( 0.0757*20)) =

= 0.90 – 0.78 = 0.12

P(X((30, +()) = 1 – F(30) = 1 ( (1 – exp( ( 0.0757*30)) = 1 – 0.90 = 0.10

Ovdje treba grupirati posljednja dva razreda u jedan jer je frekvencija posljednjeg razreda manja od 5.

Naša hipoteza jest:

H0: P(X((0, 10))=0.53, P(X((10, 20))=0.25, P(X((20, 30))=0.12, P(X((30, +())=0.10

Elemente za test možemo izračunati tablicom:

xmin - xmax
ni
fi
ni*fi
(ni- ni*fi)2/ (ni*fi)

0-10
50
0.53
51.9
0.070

10-20
25
0.25
24.5
0.010

20-30
15
0.12
11.8
0.868

30-(+()
8
0.10
9.80
0.331

Zbroj
98
1
98
1.279

Test Y jest:

Hipotezu H0 odbacujemo ako je ((ni- n*fi)2/ (n*fi) > h za F(h) = 0.95 uz pogrešku prvog reda ( = 0.05 sa (k-r-1) = (4-1-1) = 2 stupnja slobode.

U našem primjeru h = 5.99 jer vrijedi F(5.99) = 0.95 za (2 razdiobu s 2 stupnja slobode.

Naš zbroj ((ni- n*fi)2/ (n*fi) =1.279 i vrijedi 1.279 < 5.99 i zato ne možemo odbaciti hipotezu ili prihvaćamo hipotezu o eksponencijalnoj razdiobi vremena između uzastopnih telefonskih poziva.

Primjer 9. Ispitivanje javnog mijenja za vladin projekt A pokazalo je rezultate:


Za projekt A
Protiv projekta A
Neutralan

Muškarci
1154
475
243

Žene
1083
442
362

Testirajte hipotezu o nezavisnosti mišljenja o projektu i spola.

U ovom primjeru testiramo nezavisnost slučajne varijable X (spol) i slučajne varijable Y(mišljenje).

Za potrebe testa možemo izraditi dvije tablice. Prva je tablica mjerenja:

nij
Z
P
N
(i nij

M
1154
475
243
1872

Ž
1083
442
362
1887

(j nij
2237
917
605
3759

Druga je tablica uz pretpostavku nezavisnosti varijabli mjerenja:

(i nij*(j nij / n
Z
P
N
(i nij

M
1114.0
456.7
301.3
1872

Ž
1123.0
460.3
303.7
1887

(j nij
2237
917
605
3759

Izračunajmo elemente za test nezavisnosti slučajnih varijabli:

(i (j (nij - (i nij*(j nij / n)2 / ((i nij*(j nij / n) = 

= (1154-1114)2/1114+(475-456.7)2/456.7+(243-301.3)2/301.3+(1083-1123)2/1123+

+(442-460.3)2/460.3+(362-303.7)2/303.7 = 26.79F(5.99) = 0.95 ili h = 5.99 za (2 razdiobu sa (2-1)(3-1) = 2 stupnja slobode.

Iz testa nezavisnosti slučajnih varijabli ispunjen je uvjet odbacivanja hipoteze jer vrijedi 

26.79 > 5.99 i zato odbacujemo hipotezu o nezavisnosti spola i mišljenja o vladinom projektu A. 

5. Linearna regresija
Za slučajnu varijablu (X, Y) definirali smo linije regresije kao krivulje (x, E(Y | x)) i 

(E(X | y), y). Ako je linija regresije pravac govorimo o linearnoj regresiji. Zbog jednostavnosti govoriti ćemo samo o linearnoj regresiji (x, E(Y | x) = ax + b).

Polazimo od niza vrijednosti x1, x2, …,xn i za svaku vrijednost definiramo nizove slučajnih varijabli Y1, Y2, …, Yn i Z1, Z2, …, Zn za koje vrijedi:

Y1 = ax1 + b + Z1
Y2 = ax2 + b + Z2
…

Yn = axn + b + Zn
Uz pretpostavku E(Yi) = axi + b, V(Zi) = 0, V(Yi) = V(Zi) = v za i = 1, 2, …, n.

Ako pretpostavimo linearnu nezavisnost slučajnih varijabli Y1, Y2, …, Yn s normalnim razdiobama N(axi +b, v) postupkom maksimalne vjerojatnosti možemo ocijeniti parametre a, b i v. Iz slučajnog uzorka slučajnih varijabli Y1, Y2, …, Yn funkcija vjerojatnosti uzorka jest:
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Za traženje maksimalne vjerojatnosti umjesto funkcije vjerojatnosti f možemo koristiti logaritam te funkcije ili ln(f).

Deriviranjem ln(f) po parametrima i izjednačavanjem derivacija s nulom dobivamo slijedeći sustav linearnih jednadžbi s ocjenama parametara sa, sb i sv:
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Rješenje tog sustava jednadžbi su ocjene parametara linearne regresije:
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Ocjene intervala parametara jesu:
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Ovim ocjenama intervala možemo testirati hipoteze o vrijednostima parametara.

Primjer 10.  Broj noćenja i broj turista u milijunima u Republici Hrvatskoj jest:

Turisti
8.0
8.3
9.1
10.1
10.2
10.5
10.4
9.7
8.5

Noćenja
55.4
54.6
59.6
67.7
68.2
68.2
67.3
61.8
52.5

Nađite linearnu regresiju broja noćenja i broja turista. Ocijenite parametre linearne regresije.

Broj noćenja je slučajna varijabla Y,a broj turista je x. Linearni model je Yi = axi + b + Z.

Potrebne podatke za ocjene parametara možemo prikazati tabelom:

xi
yi
xi* yi
x2i
saxi + sb
yi - saxi - sb

8.0
55.4
443.20
64.00
52.87
6.40

8.3
54.6
453.18
68.89
54.74
0.02

9.1
59.6
542.36
82.81
59.71
0.01

10.1
67.7
683.77
102.01
65.93
3.13

10.2
68.2
695.64
104.04
66.55
2.71

10.5
68.2
716.10
110.25
68.42
0.05

10.4
67.3
699.92
108.16
67.80
0.25

9.7
61.8
599.46
94.09
63.44
2.70

8.5
52.5
446.25
72.25
55.98
12.11

( = 84.8
555.3
5279.88
806.50

 27.38

Ocjene parametara linearne regresije jesu:
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Pravac regresije y = 6.366x + 1.715 zajedno sa zadanim podacima možemo prikazati na slici koju smo dobili korištenjem programa Statistica 6.0:
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U programu Statistica 6.0 ima cijeli niz statističkih analiza vezanih za linearnu regresiju.

Primjer 11.  Mjerenjem visina mladića u centimetrima i težina u kilogramima dobiveni su grupirani podaci:

vis. \ tež.
61 – 63
64 – 66
67 – 69
70 – 72
73 – 75
77
(

165 – 168
44
65
18
3
0
0
130

169 – 172
13
79
120
65
8
0
285

173 – 176
1
29
83
117
46
5
281

177 – 181
0
0
4
32
48
10
94

(
58
173
225
217
102
15
790

Izračunajte pravac regresije koji opisuje težinu u zavisnosti o visini. Izračunajte koeficijent korelacije na temelju ovog uzorka. Testirajte hipotezu o nekorelativnosti težine i visine. 

Grupirane podatke preuredimo izračunavanjem sredine razreda u koje su grupirani. Ako s x označimo težinu i s y visinu dobivamo novu tabelu frekvencija fij, fi i fj:

xi \ yj
62
65
68
71
74
76.5
fi

166.5
44
65
18
3
0
0
130

170.5
13
79
120
65
8
0
285

174.5
1
29
83
117
46
5
281

179
0
0
4
32
48
10
94

fj
58
173
225
217
102
15
790

Prvo izračunajmo sredinu i varijancu visine i težine
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Vrijednosti fijxiyj  i (( fijxiyj  jesu:

fijxiyj
62
65
68
71
74
76.5

166.5
454212
703462.5
203796
35464.5
0
0

170.5
137423
875517.5
1391280
786857.5
100936
0

174.5
10819
328932.5
984878
1449571.5
593998
66746.25

179
0
0
48688
406688
635808
136935

(( fijxiyj = 454212+703462.5+203796+35464.5+137423+875517.5+1391280+

+786857.5+100936+10819+328932.5+984878+1449571.5+635808+136935=

= 9352013.25

Vrijednosti parametara pravca regresije y = sa*x  + sb jesu:
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Na temelju  ovog uzorka možemo testirati hipotezu o nekorelativnosti visine i težine mladića. 

Test nekorelativnosti testira hipotezu H0: ( = 0. 

Test Y jest: 

Hipotezu H0 odbacujemo ako vrijedi:
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U našem primjeru F(1.96) = 0.975 za 788 stupnjeva slobode (( st. sl. u tablicama). Zato vrijedi:
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Za koeficijent korelacije uzorka kažemo:

Ako je          s( = 0            linearna povezanost je nekorelativna,

ako je      0 < | s( | < 0.25  linearna povezanost je slaba,

ako je 0.25 ( | s( | < 0.64  linearna povezanost je srednje jačine,

ako je 0.64 ( | s( | < 1       linearna povezanost je čvrsta,

ako je          s( = 1             linearna povezanost je funkcionalna. 

U našem primjeru radi se o čvrstoj linearnoj povezanosti.

6. Pitanja
1. N-dimenzionalna slučajna varijabla

2. Funkcija vjerojatnosti n-dimenzionalne slučajne varijable

3. Dvodimenzionalna binomna razdioba

4. Funkcije vjerojatnosti uvjetnih razdiobi

5. Krivulja regresije

6. Kovarijanca i koeficijent korelacije

7. Dvodimenzionalna hipergeometrijska varijabla

8. Slučajni uzorak

9. Statistika

10. Statistika očekivanja i varijance

11. Slabi zakon velikih brojeva i centralni granični teorem

12. Postupak momenata za ocjenu vrijednosti parametara

13. Postupak maksimalne vjerojatnosti za ocjenu vrijednosti parametara

14. Postupak nepristrane ocjene

15. Ocjena intervala očekivanja

16. Ocjena intervala varijance

17. Statistička hipoteza

18. Jednostavna i složena hipoteza

19. Test

20. Deterministički i test s vjerojatnosti

21. Pogreška prvog i drugog reda

22. Jednostavni test kvocijenta vjerojatnosti

23. Neyman-Pearsonova lema

24. Opći test kvocijenta vjerojatnosti

25. Postupak intervala pouzdanosti

26. Testovi hipoteze o očekivanju

27. Testovi hipoteze o varijanci

28. Testovi hipoteze o razdiobi

29. Test hipoteze o nezavisnosti

30. Linearna regresija

31. Ocjene parametara linearne regresije

32. Ocjene intervala parametara linearne regresije

33. Test hipoteze o nekorelativnosti

3. test iz Statistike
Zadana je funkcija vjerojatnosti dvodimenzionalne slučajne varijable (X, Y):

xi \ yj
0
2
3

( 1 
0.1
0.2
0.3

2
0.3
0.1
0

1.
Marginalna funkcija vjerojatnosti f1(xi) jest:

a)
xi
( 1
2
b)
xi
( 1
2
c)
xi
( 1
2
d)
xi
( 1
2


f1(xi)
0.6
0.4

f1(xi)
0.7
0.3

f1(xi)
0.1
0.9

f1(xi)
0.5
0.5

2. Krivulja regresije E(X | Y) jest:

a)
yj
0
2
3
b)
yj
0
2
3


E(X|yj)
-1 
0
2

E(X|yj)
0.5
1
1.5












c)
yj
0
2
3
d)
yj
0
2
3


E(X|yj)
1.25
0
-1

E(X|yj)
-1
-0.5
2

3. Kovarijanca cov(X, Y) jest:

a)  1.33

b)  0.02

c)  -1.20

d)  -2.11

U toku jednoga dana izmjerene su slijedeće temperature u stupnjevima Celzija:

10.4, 12.9, 15.1, 13.4, 11.2

4. Ocjena očekivanja normalne razdiobe iz uzorka temperature jest:

a)  11.1

b)  12.6

c)  13.3

d)  14.1

5. Ocjena intervala varijance normalne razdiobe iz uzorka temperature jest:

a)  (0.51, 6.11)

b)  (2.44, 4.44)

c)  (0.34, 6.88)

d)  (1.24, 28.49)

6. Testirajte dvije hipoteze o očekivanoj temperaturi manjoj od 120C i očekivanoj varijanci od 40C.

a)  (prihv., odbac.)
b)  (prihv., prihv.)
c)  (odbac., prihv.)
d)  (odbac., odbac.)

Na Sveučilištu u Zagrebu u znanstvenim područjima minimalno trajanje studija i prosječno trajanje studija u godinama jest:

Minimalno trajanje
4.0
4.4
5.3
4.6
4.0
4.1
4.0

Prosječno trajanje
6.2
6.4
6.8
6.7
5.7
5.9
5.6

7. Parametar sa pravca regresije jest:

y(prosječno trajanje) = sa*x(minimalno trajanje) + sb

a)  0.833

b)  1.101

c)  - 0.977

d)  - 0.054

8.
Ocjenu intervala varijance pravca regresije jest:

a)  (0.312, 2.347)
b)  (0.030, 0.455)
c) (0.101, 4.197)
d)  (1.267, 3.254)

9.         Koeficijent korelacije minimalnog i prosječnog trajanja studija s( jest:

a)  0.105

b)  1


c)  0.2731

d)  0.848

10. Opišite linearnu povezanost i testirajte hipotezu o nekorelativnosti minimalnog i prosječnog trajanja studija.

a)  funkcionalna
b)  čvrsta

c)  srednje jačine
d)  slaba

Pitanje
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

Točan odgovor
a
c
c
b
d
b
a
b
d
b
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