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1. SLUČAJNA VARIJABLA
U vjerojatnosti smo definirali prostor vjerojatnosti (E, A, P) :

a)
E je skup rezultata eksperimenta

b)
A je algebra događaja

c)
P je vjerojatnost.

Sada želimo prostor vjerojatnosti preslikati u prostor realnih brojeva pomoću slučajne varijable.

Slučajna varijabla X je funkcija X : E ( R koja prostor vjerojatnosti (E, A, P) u prostor intervala (R, B, P):

a)
R je skup realnih brojeva

b)
B je algebra intervala

c)
P je vjerojatnost intervala.

Intervali u skupu R realnih brojeva su skupovi oblika:

a)
(a, b( = (x ( a ( x ( b(
b)
(a, b( = (x ( a < x ( b(
c)
(a, b) = (x ( a ( x < b(
d)
(a, b) = (x ( a < x < b(
Sve njihove unije, presjeci, razlike i komplementi nalaze se u skupu realnih brojeva.

Vjerojatnost P intervala I je vjerojatnost događaja koji se preslikava u taj interval:

P(I) = P((e ( X(e) ( I()

Slučajna varijabla mora događaje preslikavati u intervale i zato slučajna varijabla mora zadovoljavati uvjet:

((x(R)((e ( X(e) ( x(( A)

Ako funkcija Y : E ( R ne zadovoljava navedeni uvjet nije slučajna varijabla.

Primjer 1.
Promatrajmo bacanje dva novčića.

Prostor vjerojatnosti (E, A, P) je:

a)
E = ((P, P), (P, G), (G, P), (G, G)(
b)
A = {(, E, ((P, P)(, ((P, G)(, ((G, P)(, ((G, G)(, ((P, P), (P, G)(, 
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Slučajna varijabla X : E ( R je funkcija:

e
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2
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1
0

Algebra B je skup svih intervala sa skupovnim operacijama. Tako su na primjer vjerojatnosti intervala jednake:

P((0.5, 1() = P(((P, G), (G, P)() = 0.5

P((1.5, +()) = P(((P, P)() = 0.25

P((-3,0( ( (0.5, 0.75() = P(((G, G)( ( () = P(((G, G)() = 0.25

Primjer 2.
Promatrajmo bacanje dvaju novčića.

Prostor vjerojatnosti je (E, A', P'):

a)
E = ((P, P), (P, G), (G, P), (G, G)(
b)
A' = {(, E, ((P, P), (P, G)(, ((G, P), (G, G)((
c)

D
(
E
((P, P), (P, G)(
((G, P), (G, G)(

P'(D)
0
1
½
½

Funkcija Y : E ( R :
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nije slučajna varijabla jer ne ispunjava uvjet za x=1.5 :

(e ( X(e) ( 1.5( = ((P, P), (P, G), (G, P)( ( A' 

i  tako interval (((, 1.5) nema vjerojatnost.

Slučajna varijabla je diskretna ako je skup vrijednosti slučajne varijable konačan ili prebrojiv ( sve vrijednosti mogu se napisati u jednom nizu ). Slučajna varijabla iz prvog primjera je konačna jer skup vrijednosti slučajne varijable rang(X) = (0, 1, 2( ima tri vrijednosti. 

Slučajna varijabla je kontinuirana ako ima je skup vrijednosti slučajne varijable neprebrojiv. Skup vrijednosti kontinuirane slučajne varijable može biti cijeli skup realnih brojeva rang(X) = R ili jedan interval rang(X) = (a, b).

2. FUNKCIJA RAZDIOBE
Slučajna varijabla X je prostor vjerojatnosti (E, A, P) preslikala u prostor intervala realnih brojeva (R, B, P). Razdiobu vjerojatnosti na skupu realnih brojeva opisujemo funkcijom razdiobe i funkcijom vjerojatnosti.

Funkcija razdiobe slučajne varijable je F : R ( (0, 1( sa F(x) = P((((, x()

Primjer 3.
Vrijednosti funkcije razdiobe za slučajnu varijablu X iz primjera 1 su:

F(-1) = P((((, -1() = P(() = 0

F(-0.5) = P((((, -0.5() = P(() = 0

F(0) = P((((, 0() = P(((G, G)() = 0.25

F(0.5) = P((((, 0.5() = P(((G, G)() = 0.25

F(1) = P((((, 1() = P(((P, G), (G, P), (G, G)() = 0.75

F(1.5) = P((((, 1.5() = P(((P, G), (G, P), (G, G)() = 0.75

F(2) = P((((, 2() = P(E) = 1

F(2.5) = P((((, 2.5() = P(E) = 1.

Graf te funkcije je: 










Funkcija razdiobe zadovoljava uvjete:

a)
F(-() = 0, F(+() = 1

b)
F je nepadajuća funkcija ili   ((x < x') ( (F(x) ( F(x'))

c)
F je neprekidna s desna ili F(a+) = lim F(x) = F(a)






     x(a+

Vjerojatnost intervala može se odrediti funkcijom razdiobe:

P((a, b() = F(b) - F(a)

P((a, b() = F(b) - F(a-)

P((a, b)) = F(b-) - F(a)

P((a, b)) = F(b-) - F(a-)

gdje F(a-) = lim F(x) = F(a) ili limes s lijeva.


      x(a-

Primjer 4.
Izračunajte vrijednosti intervala (0.5, 1(, (1.5, +(), (-3, 0(, (0.25, 0.75(  i (1, 3) za funkciju razdiobe:

F(x) = 0 
za
-( < x < 0

F(x) = 0.25
za 
 0  ( x < 1

F(x) = 0.75
za
 1  ( x < 2

F(x) = 1
za
 2  ( x < +(. ( Slika funkcije razdiobe F  je u primjeru 3.)

P((0.5, 1() = F(1) - F(0.5) = 0.75 - 0.25 = 0.50

P((1.5, +()) = F(+() - F(1.5) = 1 - 0.75 = 0.25

P((-3, 0() = F(0) - F(-3) = 0.25 - 0 = 0.25

P((0.25, 0.75() = F(0.75) - F(0.25-) = 0.25 -0.25 = 0

P((1, 3)) = F(3-) - F(1-) = 1 - 0.25 = 0.75

Primjer 5.
Primjer funkcije razdiobe kontinuirane slučajne varijable je:

F(x) = 0 
za 
-( < x ( 0

F(x) = x
za 
  0 ( x ( 1

F(x) = 1
za 
  0 ( x < (
Graf funkcije razdiobe F je:








Vjerojatnosti intervala (0.25, 0.8(, (0.3, +() i (-(, 0.5) su:

P((0.25, 0.8() = F(0.8) - F(0.25) = 0.8 - 0.25 = 0.55

P((0.3, +()) = F(+() - F(0.3) = 1 - 0.3 = 0.7

P((-(, 0.5)) = F(0.5-) - F(-() = 0.5 - 0 = 0.5

Funkcija vjerojatnosti (f) diskretne slučajne varijable X s vrijednostima 

rang(X) = (x1, x2, ..., xn, ...( je funkcija f : R ( (0, 1( s vrijednostima:

f(xi) = P((xi, xi()
za 
xi ( rang(X)

f(x) = 0

za
x  ( rang(X)

Za funkciju vjerojatnosti diskretne slučajne varijable vrijedi:

a)
( f(x) = 1

b)
f(x) = F(x) - F(x-)

Primjer 6.
Izračunajte vrijednosti i nacrtajte funkciju vjerojatnosti za diskretnu   

                        slučajnu varijablu iz primjera 1.

Diskretna slučajna varijabla X iz prvog primjera ima vrijednosti rang(X) = (0, 1, 2(. Funkcija vjerojatnosti f : R ( (0, 1( ima vrijednosti f(0) = 0.25, f(1) = 0.5 i f(2) = 0.25.

Funkcija f zadovoljava ( f(x) = f(0) + f(1) + f(2) = 0.25 + 0.5 + 0.25 = 1. Funkciju vjerojatnosti f pokazat ćemo zajedno s funkcijom razdiobe F iz primjera 3.:



















Vrijednosti funkcije vjerojatnosti diskretne slučajne varijable su skokovi u funkciji razdiobe ili visine "stepenica" funkcije razdiobe.

Funkcija vjerojatnosti kontinuirane slučajne varijable f : R ( (0, 1( je derivacija funkcije razdiobe ili f(x) = F'(x), a funkcija razdiobe je integral funkcije vjerojatnosti ili 

F(x) = ( f(x)dx.

Ukupna površina P ispod funkcije vjerojatnosti je jedan, a površina iznad nekog intervala I je jednaka vjerojatnosti intervala P(I).







U slučaju kontinuirane slučajne varijable iz primjera 5. funkcija razdiobe i funkcija vjerojatnosti su:














3. OČEKIVANJE I VARIJANCA
Osnovni parametri funkcije razdiobe slučajne varijable su očekivanje, varijanca, standardna devijacija, momenti, mod i medijan.

Očekivanje slučajne varijable E(X) je:

E(X) = ( x f(x)
za diskretnu slučajnu varijablu

E(X) = ( x f(x) dx
za kontinuiranu slučajnu varijablu

Varijanca slučajne varijable V(X) je:

V(X) = ( (x - E(X))2 f(x) = (( x2 f(x)) - (E(X))2
za diskretnu slučajnu varijablu

V(X) = ( (x - E(X))2 f(x) dx



za kontinuiranu slučajnu varijablu

Standardna devijacija slučajne varijable ((X) =  ( V(X)

Primjer 7.
Za diskretnu slučajnu varijablu X s funkcijom vjerojatnosti f : R ( (0, 1( :

x
-2
0
4.5
8

f(x)
0.1
0.3
0.2
0.4



izračunajte očekivanje E(X), varijancu V(X) i standardnu devijaciju ((X).

Očekivanje E(X) je:

E(X) =  ( x f(x) = (-2)(0.1 + 0(0.3 + 4.5(0.2 + 8(0.4 = -0.2 + 0 + 0.9 + 3.2 = 3.9

Varijanca V(X) je:

V(X) = ( (x - E(X))2 f(x) = (-2-3.9)2(0.1+(0-3.9)2(0.3+(4.5-3.9)2(0.2+(8-3.9)2(0.4 =

= 3.481 + 4.563 + 0.072 + 6.724 = 14.84

Standardna devijacija ((X) je:

((X) = ( V(X)   = ( 14.84   = 3.8523.

Primjer 8.
Zadana je funkcija razdiobe F : R ( (0, 1( :

F(x) = 0
za -( < x < 1

F(x) = 0.3
za  1  ( x < 3

F(x) = 0.7
za  3  ( x < 4

F(x) = 1
za  4  ( x < +(.

Izračunajte očekivanje , varijancu i standardnu devijaciju.

Najprije odredimo funkciju vjerojatnosti f iz funkcije razdiobe F:

x
1
3
4

f(x)
0.3
0.4
0.3

Očekivanje E(X) je:

E(X) =  ( x f(x) = 1(0.3 + 3(0.4 + 4(0.3 = 0.3 + 1.2 + 1.2 = 2.7

Varijanca V(X) je:

V(X) = (( x2 f(x)) - (E(X))2 = 12(0.3 + 32(0.4 + 42(0.3 - (2.7)2 =0.3+3.6+4.8-7.29=1.41

Standardna devijacija ((X) je:

((X) = ( V(X)   = (  1.41    = 1.1874.

Za slučajnu varijablu X imamo centralne momente Mr i pomoćne momente mr:

a)
Mr = ( (x - E(X))r f(x) = ( (x - E(X))r f(x) dx

b)
mr = ( xr f(x) = ( xr f(x) dx

Iz definicije momenata vrijedi:

M0 = 1, M1 = 0, M2 = V(X)

m0 = 1, m1 = E(X), m2 = V(X)+(E(X))2.

Iz momenata i standardne devijacije mogu se definirati koeficijent asimetrije i spljoštenosti:

a)
koeficijent asimetrije (3 = M3 / (3
b)
koeficijent spljoštenosti (4 = M4 / (4
Krivulja funkcije vjerojatnosti je lijevo izdužena ako je (3 < 0 i desno izdužena ako je

 (3 > 0.  Krivulja funkcije vjerojatnosti je manje spljoštena ako je (4 < 3 i više spljoštena ako je (4 > 3.

Primjer 9.
Za diskretnu slučajnu varijablu X s funkcijom vjerojatnosti f :

x
1
2
4
5

f(x)
0.1
0.2
0.6
0.1

izračunajte očekivanje, varijancu, standardnu devijaciju, koeficijent asimetrije i koeficijent spljoštenosti.

Očekivanje je:

E(X) = 1(0.1+2(0.2+4(0.6+5(0.1 = 0.1+0.4+2.4+0.5 = 3.4

Varijanca je:

V(X) = 1(0.1+4(0.2+16(0.6+25(0.1 - 11.56 = 1.44

Standardna devijacija je:

((X) = 1.2

Treći centralni moment je:

M3 = ( (x - E(X))3 f(x) = (1-3.4)3(0.1+(2-3.4)3(0.2+(4-3.4)3(0.6+(5-3.4)3(0.1 = -1.392

koeficijent asimetrije je:

(3 = M3 / (3 = -1.392 / (1.2)3 = -1.392 / 1.728 = - 0.8056 (lijevo izdužena)

Četvrti centralni moment je:

M4 = ( (x - E(X))4 f(x) = (1-3.4)4(0.1+(2-3.4)4(0.2+(4-3.4)4(0.6+(5-3.4)4(0.1 = 4.8192

koeficijent spljoštenosti je:

(4 = M4 / ((4) = 4.8192 / (1.2)4 = 2.3241 (manje spljoštena)

4. DISKRETNE RAZDIOBE
Sada opisujemo važnije diskretne razdiobe:

a)
Uniformna razdioba U(n)

b)
Binomna razdioba B(n, p)

c)
Poisonova razdioba P(()

Slučajna varijabla X s uniformnom razdiobom U(n) ima konačan skup vrijednosti rang(X) = (1, 2, 3, ...,n ( i funkciju vjerojatnosti f(x) = 1/n  za  x=1, 2, ...,n.

Očekivanje i varijanca uniformne razdiobe su E(X) = (n+1)/2 i V(X) = (n2 - 1)/12.

Primjer 10.
Odredite slučajnu varijablu, funkciju razdiobe, funkciju vjerojatnosti,


očekivanje, varijancu i standardnu devijaciju prostora vjerojatnosti

                        bacanja jedne kocke.

Vrijednosti slučajne varijable mogu biti vrijednosti koje su rezultat bacanja kocke. Vrijednosti slučajne varijable su rang(X) = (1, 2, 3, 4, 5, 6( i uz pretpostavku jednake vjerojatnosti svakog rezultata dobivamo funkciju vjerojatnosti:

x
1
2
3
4
5
6

f(x)
1/6
1/6
1/6
1/6
1/6
1/6

Razdioba slučajne varijable je uniformna razdioba U(6). Funkcija razdiobe je:

F(x) = 0 
za  -( < x < 1

F(x) = 1/6
za    1 ( x < 2

F(x) = 2/6
za    2 ( x < 3

F(x) = 3/6
za    3 ( x < 4

F(x) = 4/6
za    4 ( x < 5

F(x) = 5/6
za    5 ( x < 6

F(x) = 1
za    6 ( x < +(
Očekivanje slučajne varijable je E(X) = (6+1) / 2 = 3.5. Varijanca slučajne varijable je V(X) = (62 - 1) / 12 = 2.9167. Standardna devijacija je ((X) = 1.7078.
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Slučajna varijabla X s binomnom razdiobom B(n, p) ima konačan skup vrijednosti rang(X) = (0, 1, 2, 3, ...,n ( i funkciju vjerojatnosti f(x) = K(n, x) px (1-p)n - x  za  

x=0, 1, 2, ...,n. Očekivanje i varijanca binomne razdiobe su E(X) = n(p    i 

V(X) = n(p((n-p).

Primjer 11.
U velikom broju jednakih proizvoda ima 10% nekvalitetnih proizvoda. Za 


potrebe kontrole proizvoda uzimamo slučajni uzorak od 5 proizvoda. 


Opišite funkciju vjerojatnosti i funkciju razdiobe broja nekvalitetnih 


proizvoda u uzorku. Odredite očekivanje i varijancu te razdiobe. 



Izračunajte vjerojatnost uzorka s više od 3 nekvalitetna proizvoda.

Broj nekvalitetnih proizvoda u uzorku ima binomnu razdiobu B(n=5, p=0.1). Broj nekvalitetnih proizvoda je x ( rang(X) = {0, 1, 2, 3, 4, 5( ili slučajna varijabla je broj nekvalitetnih proizvoda u uzorku od 5 proizvoda. Funkcija vjerojatnosti f je:

f(x) = K(5, x) 0.1x (1-0.1)5 - x   za  x = 0, 1, 2, 3, 4, 5

Možemo izračunati :

f(0) = K(5, 0) 0.10 (1-0.1)5 - 0 = 1 ( 1 ( 0.95 = 0.59049

f(1) = K(5, 1) 0.11 (1-0.1)5 - 1 = 5 ( 0.1 ( 0.94 = 5 ( 0.1 ( 0.6561 = 0.32805

f(2) = K(5, 2) 0.12 (1-0.1)5 - 2 = 10 ( 0.01 ( 0.93 = 10 ( 0.01 ( 0.729 = 0.07290

f(3) = K(5, 3) 0.13 (1-0.1)5 - 3 = 10 ( 0.001 ( 0.92 = 10 ( 0.001 ( 0.81 = 0.00810

f(4) = K(5, 4) 0.14 (1-0.1)5 - 4 = 5 ( 0.0001 ( 0.9 = 0.00045

f(5) = K(5, 5) 0.15 (1-0.1)5 - 5 = 1 ( 0.00001 ( 1 = 0.00001

Razdioba slučajne varijable je binomna razdioba B(5, 0.1). Funkcija razdiobe je:

F(x) = 0 

za  -( < x < 0

F(x) = 0.59049
za    0 ( x < 1

F(x) = 0.91854
za    1 ( x < 2

F(x) = 0.99144
za    2 ( x < 3

F(x) = 0.99954
za    3 ( x < 4

F(x) = 0.99999
za    4 ( x < 5

F(x) = 1

za    5 ( x < +(
Očekivanje slučajne varijable je E(X) = 5 ( 0.1 = 0.5. Varijanca slučajne varijable je 

V(X) = 5 ( 0.1 ( (1 - 0.1) = 0.45. Standardna devijacija je ((X) = 0.67082.

Vjerojatnost uzorka s više od tri nekvalitetna proizvoda je:

P( X > 3) = 1 - P( X ( 3) = 1 - F(3) = 1 - 0.99954 = 0.00046

ili pomoću funkcije vjerojatnosti:

P( X > 3) = P( X = 4) + P( X = 5) = 0.00045 + 0.00001 = 0.00046
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Binomna razdioba koristi se kod slučajnih uzoraka iz velikog osnovnog skupa ili kod ponavljanja eksperimenta.

Slučajna varijabla X s Poisonovom razdiobom P(() ima prebrojiv skup vrijednosti rang(X) = (0, 1, 2, 3, ... ( i funkciju vjerojatnosti f(x) = e ( ( ( (x / x! za  x=0, 1, 2, .... Očekivanje i varijanca Poisonove razdiobe su E(X) = ( i V(X) = ( .

Primjer 12.
Broj saobraćajnih nesreća sa smrtnim posljedicama u nekom gradu ima 


Poisonovu razdiobu s prosječno 1.2 smrtne saobraćajne nesreće u 



tjednu. Opišite funkciju razdiobe i vjerojatnosti broja saobraćajnih nesreća

                        u tjednu. Izračunajte vjerojatnost tjedna bez saobraćajnih nesreća. Kolika

                        je vjerojatnost više od 5 saobraćajnih nesreća u jednom mjesecu.

Broj saobraćajnih nesreća sa smrtnim posljedicama u jednom tjednu ima Poisonovu razdiobu P(( = 1.2 nes./tjed.). Broj saobraćajnih nesreća u tjednu može biti x = 0, 1, 2, 3, ... 

Vjerojatnost broja nesreća je funkcija vjerojatnosti Poisonove razdiobe P( 1.2 ):

f(x) = e ( 1.2 ( 1.2 x / x!    za     x=0, 1, 2, 3, ....

Možemo izračunati:

f(0) = e ( 1.2 ( 1.2 0 / 0! = e ( 1.2 = 0.30119

f(1) = e ( 1.2 ( 1.2 1 / 1! = f(0) ( 1.2 / 1 = 0.36143

f(2) = e ( 1.2 ( 1.2 2 / 2! = f(1) ( 1.2 / 2 = 0.21686

f(3) = e ( 1.2 ( 1.2 3 / 3! = f(2) ( 1.2 / 3 = 0.08674

f(4) = e ( 1.2 ( 1.2 4 / 4! = f(3) ( 1.2 / 4 = 0.02602

f(5) = e ( 1.2 ( 1.2 5 / 5! = f(4) ( 1.2 / 5 = 0.00625

f(6) = e ( 1.2 ( 1.2 6 / 6! = f(5) ( 1.2 / 6 = 0.00125

f(7) = e ( 1.2 ( 1.2 7 / 7! = f(6) ( 1.2 / 7 = 0.00021

f(8) = e ( 1.2 ( 1.2 8 / 8! = f(7) ( 1.2 / 8 = 0.00003

f(9) = e ( 1.2 ( 1.2 9 / 9! = f(8) ( 1.2 / 9 = 0.00000
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Očekivanje slučajne varijable je E(X) = 1.2. Varijanca slučajne varijable je V(X) = 1.2. Standardna devijacija je ((X) = 1.09545.

Vjerojatnost tjedna bez saobraćajne nesreće sa smrtnim posljedicama je:

P( X = 0 ) = f( 0 ) = 0.30119

Ako promatramo saobraćajne nesreće u jednom mjesecu one imaju Poisonovu razdiobu s očekivanjem (' = 4 ( 1.2 = 4.8 i funkciju vjerojatnosti   f '(x) = e ( 4.8 ( 4.8 x / x!       za     x=0, 1, 2, 3, .... Vjerojatnost više od 5 nesreća u mjesecu je:

P( X > 5) = 1 - P( X ( 5) = 1 - F'(5) = 1 - ( f '(x) = 

= 1 - (f '(0) + f '(1) + f '(2) + f '(3) + f '(4) + f '(5)) = 1 - 0.65101 = 0.34899

4. KONTINUIRANE RAZDIOBE
Sada opisujemo važnije kontinuirane razdiobe:

a)
Normalna razdioba N((, (2)

b)
Eksponencijalna razdioba E(()

Normalna razdioba N((, (2) ima dva parametra ( ( R i  (2 > 0. Slučajna varijabla X s normalnom razdiobom ima vrijednosti svih realnih brojeva ili rang(X) = R. 

Funkcija vjerojatnosti je:

f(x) = 1 / Sqrt( 2((((2)) (Exp( -  (x - ()2 / (2((2) )

ili

               1             - 

f(x) =               (e
         ( 2((((2
Funkcija razdiobe je:


           x                      - 

F(x) = (                 ( e              dx

        ( ( ( 2((((2
Očekivanje slučajne varijable X s normalnom razdiobom je E(X) = (, varijanca je 

V(X) = ((2 i standardna devijacija je (((X) = ( .

Vrijednosti slučajne varijable X s standardnom normalnom razdiobom N(0, 1) su tabelirane s funkcijom vjerojatnosti ((x) i funkcijom razdiobe ((x) za x ( 0. zbog simetrije vrijedi ((-x) = ((x) i ((-x) = 1 - ((x). Funkcija vjerojatnosti i funkcija razdiobe slučajne varijable X s normalnom razdiobom N(0, 1) je:


               1             - 

((x) =               (e

         (  2((

           x                      - 

((x) = (                 ( e              dx

        ( ( (  2((
Tablice funkcije vjerojatnosti  ((x) i funkcije razdiobe ((x) navedene su na kraju skripata.

Veza funkcije vjerojatnosti f(x) i funkcije razdiobe F(x) slučajne varijable s normalnom razdiobom N((, (2) i funkcije vjerojatnosti ((x) i funkcije razdiobe ((x) slučajne varijable s normalnom razdiobom N(0, 1) je:

f(x) = (1/() * (((x - () / ()

F(x) = (((x - () / ()

uz uvažavanje ((-x) = ((x)  i  ((-x) = 1 - ((x).

Primjer 13.
Vijek trajanja nekog elektronskog elementa ima normalnu razdiobu s očekivanim trajanjem 200 sati i standardnom devijacijom 40 sati. Odredite:

a)
funkciju vjerojatnosti i funkciju razdiobe trajanja elektronskog elementa

b)
vjerojatnost trajanja elementa kraća od 150 sati

c)
vjerojatnost trajanja elementa duža od 120 sati

d)
vjerojatnost trajanja elementa između 180 i 240 sati

e)
interval (E(X) - a, E(X) + a) s vjerojatnosti 90%.

Funkcija vjerojatnosti i funkcija razdiobe slučajne varijable X s normalnom razdiobom N(200, 402) ili N(200, 1600) su:


               1             - 

f(x) =               ( e
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         ( 2(((402

           x                      - 

F(x) = (                 ( e              dx

        ( ( ( 2(((402
                         Funkcija vjerojatnosti f(x)                        Funkcija razdiobe F(x)
Vjerojatnost trajanja elektronskog elementa kraća od 150 sati je:

P(X < 150)= F(150)= (((150 - 200) / 40)= (( - 1.25)= 1 - ((1.25)= 1 - 0.8944 = 0.1056

Vjerojatnost trajanja elementa duža od 120 sati je:

P(X > 120) = 1 - P( X ( 120) = 1 - F(120) = 1 - (((120 - 200) / 40) = 

= 1 - (( - 2 ) = 1 - ( 1 - (( 2 )) = (( 2 ) = 0.9772

Vjerojatnost trajanja elementa između 180 i 240 sati je:

P( 180 ( X ( 240 ) = F(240) - F(180) = (((240 - 200) / 40) - (((180 - 200) / 40) =

= ((1) - (( - 0.5) = ((1) - ( 1 - ((0.5) ) =

= ((1) -  1 + ((0.5) = 0.8413 -1 + 0.6915 = 0.5328

Interval (E(X) - a, E(X) + a) s vjerojatnosti 90% zadovoljava:

P(E(X) - a ( X ( E(X) + a) = 0.90

Također vrijedi :

P(E(X) - a ( X ( E(X) + a) = F(200 + a) - F(200 - a) = 

= (((240 + a - 200) / 40) - (((200 - a - 200) / 40) =  (( a / 40) - (( - a / 40) =

= (( a / 40) - ( 1 - (( a / 40)) = 2((( a / 40) - 1 

Ako dobiveni rezultat uvrstimo u prvi uvjet dobivamo:

2((( a / 40) - 1 = 0.90

2((( a / 40)  = 1.90

(( a / 40) = 0.95

a / 40 = 1.645

a = 1.645 ( 40

a = 65.8

S 90% vjerojatnosti vijek trajanja elektronskog elementa je između 134.2  i  265.8 sati.

Slučajna varijabla X s eksponencijalnom razdiobom E(() određena je jednim parametrom ( > 0. Vrijednosti slučajne varijable su pozitivni realni brojevi rang(X) = ( 0, +( ).

Funkcija vjerojatnosti je:

f(x) = (( e (( x   za  x ( 0

Funkcija razdiobe je:

F(x) = 1 - e (( x   za  x ( 0

Očekivanje slučajne varijable s eksponencijalnom razdiobom E(() je E(X) = 1 / (, varijanca je V(X) = 1 / (2, a standardna devijacija je ( = 1 / ( .

Primjer 14.
U neku trgovinu dolaze kupci. Prosječno vrijeme između dva uzastopna 


dolaska je 0.5 minuta. Ako je vrijeme između dva dolaska slučajna

                        varijabla s eksponencijalnom razdiobom odredite:

a)
funkciju vjerojatnosti, funkciju razdiobe, očekivanje, varijancu i standardnu 

devijaciju.

b)
vjerojatnost dva uzastopna dolaska u intervalu kraćem od 1 minute

c)
vjerojatnost dva uzastopna ulaska dulje od 2 minute

Funkcija vjerojatnosti intervala između dva uzastopna dolaska je određena s eksponencijalnom razdiobom E( ( = 1 / 0.5) ili E( 2 ) :

f(x) = 2 ( e ( 2 x   za  x ( 0

Funkcija razdiobe je:

F(x) = 1 - e ( 2 x   za  x ( 0

Očekivanje je E(X) = 0.5, varijanca je V(X) = 0.25 i standardna devijacija je ((X) = 0.5.
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Vjerojatnost dva uzastopna dolaska u intervalu kraćem od 1 minute je:

P(X < 1) = F(1) = 1 - e ( 2 ( 1 = 1 - e ( 2  = 0.86467

Vjerojatnost dva uzastopan ulaska dulje od 2 minute je:

P(X > 2) = 1 - P(X ( 2) = 1 - F(2) = 1 - (1 - e ( 2 ( 2 ) = e ( 4 = 0.01832

Eksponencijalna razdioba E(() koristi se ako se promatra vrijeme ili prostor između dva događaja. Ako se promatra broj događaja u nekom vremenskom intervalu ili nekom prostoru koristimo Poisonovu razdiobu P((). Ako se radi o istim događajima parametar 

 ( je isti. Prosječan broj događaja u jednom intervalu je ( , a prosječni interval između dva događaja je 1 / ( .

Neke razdiobe mogu se uz neke uvjete zamijeniti drugim razdiobama.

Binomna razdioba B(n, p) za veliki n i malim p može se zamijeniti s Poisonovom 

razdiobom P( np ).

Binomna razdioba B(n, p) za veliki n ( n(p((1 - p) > 9  i  (1/(n+1) < p < (n/(n+1))) može se zamijeniti s normalnom razdiobom N(( = n(p, (2 = n(p((1-p)).

Poisonova razdioba P(() za veliki  ( (( > 9) može se zamijeniti s normalnom 

razdiobom N(( = (, (2 = ().

5. PITANJA

1.
Slučajna varijabla

2.
Diskretna slučajna varijabla

3.
Kontinuirana slučajna varijabla

4.
Funkcija razdiobe

5.
Vjerojatnost intervala

6.
Funkcija vjerojatnosti diskretne slučajne varijable

7.
Funkcija vjerojatnosti kontinuirane slučajne varijable

8.
Očekivanje

9.
Varijanca

10.
Standardna varijacija

11.
Centralni momenti

12.
Pomoćni momenti

13.
Koeficijent asimetrije

14.
Koeficijent spljoštenosti

15.
Uniformna razdioba

16.
Binomna razdioba

17.
Poisonova razdioba

18.
Normalna razdioba

19.
Standardna normalna razdioba

20.
Eksponencijalna razdioba

21.
Zamjena razdioba

2. test iz Statistike
Primjer A.
Slučajna varijabla X ima funkciju vjerojatnosti f(x):

X
-2
-1.5
3

f(x)
0.4
0.5
0.1

Primjer B.
Slučajna varijabla Y ima funkciju razdiobe F(y) :

F(y) = 0 
za
(( ( y ( (1

F(y) = 0.4
za
 (1 ( y <   1

F(y) = 0.8
za
   1 ( y <  3

F(y) = 1
za
   3 ( y <  +(
1.
Odredite vjerojatnost intervala (0.5, 3( za slučajnu varijablu iz primjera A.

a)
0.6
b)
0.3
c)
0.1
d)
0


2.
Izračunajte očekivanje slučajne varijable iz primjera B.

a)
1.6667

b)
1
c)
0.8333

d)
0.6


3.
Izračunajte varijancu slučajne varijable iz primjera A.

a)
-1.5712
b)
0.1212

c)
1.2033

d)
2.0625


4.
Odredite funkciju vjerojatnosti varijable iz primjera B.

a)
x
-1
1
3
b)
x
-1
1
3
c)
x
-1
1
3
d)
x
-1
1
3


f(x)
0.4
0.2
0.4

f(x)
0.2
0.4
0.4

f(x)
0.4
0.4
0.2

f(x)
0.4
0.2
0.2

5.
Slučajna varijabla X ima uniformnu razdiobu U(10). Odredite standardu devijaciju.

a)
2.8723

b)
3.1625

c)
8.25

d)
10


6. Vjerojatnost rođenja dječaka i djevojčica je ista. Broj dječaka u jednoj obitelji s

             petero dijece ima binomnu razdiobu. Izračunajte vjerojatnost obitelji s petero 

            dijece u kojoj ima više od tri dječaka.

a)
0.0313

b)
0.1876

c)
0.3125

d)
0.625


7.
Broj kvarova na računalu ima Poisonovu razdiobu s prosječno 2.5 kvara u toku 
jednog mjeseca. Odredite vjerojatnost da u dva mjeseca nema kvarova na računalu.

a)
0.3825

b)
0.25

c)
0.1247

d)
0.0067


8.
Vremenski interval između dva zaustavljanja stroja ima eksponencijalnu razdiobu s prosječnim vremenom između zaustavljanja od 35 sati. Odredite vjerojatnost tako da vrijeme između zaustavljanja bude veća od 48 sati.

a)
0.0325

b)
0.1213

c)
0.2537

d)
0.7462


9.
Na nekom testu od deset pitanja broj točnih odgovora ima normalnu razdiobu s 
očekivanim brojem točnih odgovora 6.7 i standardnom devijacijom 1.2. Koja je 
najmanji broj točnih zadataka potreban za prolaz ako test nije položilo 10% 
kandidata.

a)
8
b)
6
c)
4
d)
2


10.
Eksperiment uspijeva s vjerojatnosti 30%. Kolika je vjerojatnost uspjeha eksperimenta barem 100 puta ako eksperiment ponavljamo 300 puta.

a)
0.0418 
b)
0.2035 
c)
0.51     
d)
0.6239


Zadatak
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

Točan odgovor
c
d
d
c
a
b
d
c
b
a
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